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sen X

tgzx =

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES DE SENO Y COSENO
Conceptos previos.-

Funcion par.-
Una funcion y = {(x) es par si se cumple que f(—x) = f(x).

L)) = 5 e
5 X

Ejemplos: 1) f(x) =

X2
Funcion impar .-
Una funcién y = f(x) es impar si se cumple que f(—x) = — f(x).
2
X sen”x
; 2) f(x) = , etc.
2
X" +5 X
Funcion par en seno.-
Una funcion trigonométrica es par en seno si al sustituir sen x por —sen x la funcién no

Ejemplos: 1) f(x) =

cosx +1

sen’x

no aparezca explicitamente. Por ejemplo, f(x) = 1+tg’x también es par en seno pues

sen’x

cos” X

Andlogamente se definiria funcion par en coseno.
Funcion impar en seno.-

Una funcidn trigonométrica es impar en seno si al sustituir sen x por —sen x la funcién

Ejemplos: f(x) = ; etc.. Debe tenerse en cuenta que es posible que la expresion

: 0 por ejemplo f(x) = cos x, ya que podemos escribir f(x) = cos x-sen’x.

cambia de signo.

varia..

3
~ sen”x
Ejemplos: 1) f(x) = sen x; 2) f(x) = ————; 3) f(x) = tg x, etc..
COSX +sen”x
Analogamente se definiria funcion impar en coseno.
Funcion par en seno y coseno (simultaneamente).-

Cuando al sustituir sen X y cos X por —sen X y —c0s X, respectivamente, la funcidon no

Ejemplos: 1) f(x) = ;; 2) f(x) = tg x; etc.
1 +senx-cos x

Integracion de las funciones racionales de sen x y cos x: J. R(senx, cosx)dx -

Se resuelven por el método de sustitucion, recomendéndose los siguientes cambios:
-1¥ caso: R(sen x, cos X) es impar en sen X — |cambio cos x =t

dt

de donde:|sen x = V1-t* | yldx = — lo cual convierte la integral en la de una funcion

racional de la variable t
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Ejemplo: I49=J-—dx es impar en sen x; haciendo el cambio cos x =t, se tiene:

S€n X -COS X

I4= j- ! _—dt =I ; 1 dt. Efectuando la descomposicion de % en
JI-£ 2 1 (¢ -1) £ (£ -1)
suma de fracciones simples, se obtiene:
1 AB _C D A(t* =1)+Bt(t* =1)+ Ct* (t—1)+Dt* (t+1)
=S +— + = , de donde
£(-1) ¢t T (1)
A=—1;B=O;C=—1;D=l—> J‘;df[: J(%l L 1+1 1jd‘[:
2 2 t* —1 t 2 t+1 2t-1
=l+llnt 1 C—l In 1+C—secx+1 cosx—1 —secx+ln‘/1 COSX
t 2 |t+l +1 cosx+1 1+cosx
-2° caso: R(sen x, cos X) es impar en cos X — |cambio sen x =t
de donde:|cos x = V1-t*| yldx = dt = lo cual convierte la integral en la de una funcion
1-t
racional de la variable t .
3
Por ejemplo I51= coi—xdx es impar en cos Xx—> cambio sen X =t —
4sen” x —1

dt , que ya es una integral racional.

I_J‘(lt)\/—t dt 1-t
. -1 J_g Ja-

3% caso: R(sen x, cos X) es par en sen X y cos X (simultineamente)— |cambio tg x =t
1 1
de donde] cos® x = —= Ak sen” x = tg” x-cos” X =
l+tg'x 14+t

convierte la integral en la de una funcion racional de la variable t .

Ejemplo: Is,= 5 dx >
sen” X —4senxcosx +5cos” X

y ldx , lo cual

2

1+t

esparensenxycosx — tgx=t—

1 dt 1 : .
Is,= 5 —= 15 dt, que es una integral racional.
t 4t 5 1+t t"—4t+5
- +

1+t2 1+t2 1+t2

: : : ] x
4° caso: en cualquier otro caso, incluso en los anteriores, vale el cambiojtg—=t

2
X X
1-tg* = = gt —
de donde]cos x = 2cos’ = 1= 2 X—l: xz_i :2;tgx= 2x:12ttz
1+tg> = tg? = == 1—tg® = 2
g > g > g 5
2t 2dt : : .
sen X = tg X-cos X=1 t2 yldx = e | lo cual convierte la integral en la de una funcion
+

racional de la variable t .
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Ejemplo: Is3= J-—dx; no es de ninguno de los tres primeros casos luego
1+sen x
1 2 2 2 -2
haremos tg§= t -  Is= : dt2 =J. > dt:J. ~dt = +C =
2 1 2t 1+t t° +2t+1 (t+1) t+1
o2
I+t
:_—2+C.
1+tg§
2
Notas.-

Conviene no aplicar el cambio del 4° caso, mas que si no se pueden aplicar los
anteriores ya que suelen obtenerse integrales mas complicadas, por ejemplo, con raices
complejas multiples en el denominador.

Dependiendo del cambio que se aplique, la solucion general puede adoptar distinto
aspecto; recordemos que dos primitivas de una funcién se diferencian en una constante.
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