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EJERCICIOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES PROPUESTOS EN EXAMENES
1. Sea x el precio unitario de venta de un producto, e y la oferta de dicho producto. Se
sabe que la razon a la que cambia la oferta respecto al precio viene dado por la ecuacioén
diferencial: x(x + 3)dy — y(2x + 3)dx = 0. Sabiendo que para x = 2 el valor de y es 20
unidades, se pide hallar la oferta en funcidén del precio. (Septiembre 2002, reserva y enero
2003 res)
Solucion.-

x(x + 3)dy — y2x + 3)dx = 0 & ldy = 2x+3 dx :(l+ ! )dx(—) Iny =
y x(x +3) X x+3
= [Inx + In(x+3)]+ InC <> y = Cx(x+3) . Sustituyendo la condicidon dada se obtiene que C = 2,
luego la oferta en funcion del precio es y = 2x(x + 3).
2.Senalemos por y, en euros, el ingreso que se obtiene al vender x unidades de un

producto. Se sabe que la tasa a la que varia el ingreso respecto al nimero de unidades
2

vendidas, viene dada por la siguiente ecuacion diferencial: y’ + " X - =0. Obtener y, en
-y

funcion de x, sabiendo que la venta de 1 unidad produce un ingreso de 1 euro. (Enero 2003)

Solucion:

XZ 5 5 ) y3 X3

y + P =0« (y" — Ddy = x“dx; integrando: ?—y:?+C; puesto que y(1) = 1>
1 1 ., y’ x’ 3 3
§—1=§+C—>C=—l, luego la solucidén es : ?—y:?—l < y-3y—-x"+3=0

3. Resolver la ecuacion diferencial y(1+xy)dx — xdy = 0 (Septiembre 2003)

Solucion.-

Q_op
Puesto que % = 1=+ 2xy) :_—2 depende solo de y, la ecuacion diferencial
P y(d+xy) y
posee un factor integrante p que depende so6lo de y. Concretamente:
du
ﬂ:_—zzﬁz_—zdyjlnp:—ﬂny:p:%
Loy Loy
luego L+xy dx —izdy =0 es diferencial exacta. Asi pues f(x,y) = —J‘izdy =X Cx) =
y y y
2

= o(x.y) = l+ dCx) = I+xy = dCx) =x=C(x)= x Luego la solucion es:

ox y dx y dx 2

2
y 2

4. Sea y , en euros, el ingreso obtenido por la venta de x unidades de un producto. Se
sabe que la tasa a la que varia el ingreso respecto al nimero de unidades vendidas, viene dada

dy y(3x2 - 4x)

por la siguiente ecuacion diferencial: — = ————-. Hallese y en funcién de x, sabiendo
dx X(X —2X)
que la venta de 10 unidades produce unos ingresos de 100 euros. (Septiembre 2003, reserva)
Solucion.-
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. S 1 (3% -4%)
Escribimos la ecuacion diferencial en la forma: —dy = ————=-dx. Integrando:
y x(x —2X)
3x* —4x _
Iny = (2—)dx= 32" 4 dx = (3+ ! jdx =Inkx*(x-2), de donde
x(x —2)() X" —2x X x—-2

y = kx’(x-2) j 32"_24 dx =. Six=10= 100 = k-100-8 = k = %,luego:

1,
= —x"(x-2
y 8( )

5. Hallar un factor integrante que convierta en exacta la siguiente ecuacion diferencial:
(3x* -y )dy —2xydx =0 (Septiembre 2003, reserva)

Solucion.-
Q_dp
ox Oy 4 . . . :
Puesto que E— = —— depende solo de y, existe factor integrante dependiente de vy,
y
a saber:
o
&:—i = Inp = 4lny = p=y"*
H y
3x* -y’ 2 : : 2 ?
Asi pues: X—4ydy ——?dx =0 sera diferencial exacta = f(x,y) = ——3dex = —X—3 + C(y)
y y y y
2 oy? 1 1 .
= 3X4 +Cl(y)= 3x—4y = C'(y) =——5 = C(y) =—+C. La solucion general es pues:
y y y y
2
—X—3 + 1 +C=0
y |y
6. Resolver la ecuacion diferencial: y’ + 2xy = xy*. (Septiembre 2003, reserva)
Solucion.-
vy =x(y—2y) = Zdy =xdx = l(L—ljdy =xdx = lln y=2 :lx2 +llnC =
y =2y 2\y-2 'y 2y
-2 > 2
= 2o’ = y= ;
y 1-Ce"
7. El precio de venta y de un producto, respecto a la cantidad demandada x, cambia con
o . . . d 2xy + 24 .
la razon expresada por la siguiente ecuacion dlferenmalzd—y = _)(}2]—16)(' Obtener el precio
X X"+

en funcion de la demanda, sabiendo que cuando el precio es de 7,5 euros/unidad, la cantidad
demandada es de 4 unidades. (Septiembre 2004, reserva)
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Solucion.-
Podemos escribir la ecuacion: (2xy + 24x)dx +(x* + 16)dy = 0, que es diferencial

exacta, como puede comprobarse. Asi pues: I(2xy+ 24x)dx= x’y + 12x> + C(y). Derivando
respecto de y: x> + C’(y) = x° + 16 — C’(y) = 16 - C(y) = 16y + C. Luego, la solucién
general:

-12x* -C

Xy + 12x* + 16y +C = 0 < y:2—16. Sustituyendo los valores dados, se obtiene
X+
C=-432. La solucion es:
_—12x7+432
x*+16

8. Encontrar el factor integrante que convierte la siguiente ecuacion diferencial en una
e : 1 ,
ecuacion diferencial exacta: y’tdy + Ey“dt = 0. (Septiembre 2004, reserva)

Solucion.-
0Q oP

oy

. 1
La ecuacion es de la forma Pdy +Qdt = 0, y se cumple que T@t :? que depende
solo de t. Luego hay un factor integrante que depende de t. Sera:

1
g=——>ln;,l:lnt—>u=t

pot
9. La tasa a la que cambia el precio de venta, y, de un producto, respecto a su

: o : : : 2(x* +
demanda, x, viene dada por la siguiente ecuacion diferencial :? = —w. Calcular el
X X’ +y

precio en funcion de la demanda, sabiendo que cuando el precio es de 5 euros, la demanda es
de 15 unidades. (Feb 2005, 1°semana)

Solucion.-

Escribiendo la ecuacion de la forma  2(x* + xy)dx + (x* +y?)dy = 0, podemos

. : 2 :
comprobar que es diferencial exacta, luego: j2(x2 +Xy)dx :§x3 +x’y+C(y) y derivando
: 1
respecto a y, se debe cumplir: x> + C’'(y) = x> + y* = C'(y) = y° = C(y) = §y3 —C. La

. 2 1 .
solucion  general es pues: §x3 +><2y+§y3 =C. Para las condiciones dadas:

%-3375 +2255+ %-125 = @ = C, de donde la solucion: 2x* + 3x’y +y° = 10250

10. Un rumor se propaga en una poblacion de 2.500 habitantes a un ritmo proporcional
al numero de personas que todavia desconocen la noticia. Designemos por p al nimero de
personas que conocen la noticia. Se sabe que cuando ha transcurrido un dia, la noticia ya la
conocen 500 individuos. Se pide calcular el nimero de personas que lo saben al cabo de dos
dias. (Feb 2005, 2“ semana)
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Solucion.-
Se tendrd que p’ = k(2500 — p) <> p’ + kp = 2500k, ecuacion diferencial lineal cuya
solucidn general es p = 2500 + Ce™; parat=0— p=01yparat=1->p =500, de donde C =

t
-2500y k= ln%, luego p = 2500[1 —(%) ] Sit=2—>p= 2500(1—%) =900

113Sea y, en unidades de 10.000 euros, el beneficio neto semanal obtenido por un comerciante
cuando invierte x miles de euros en publicidad. La tasa a la que cambia el beneficio respecto a

| Y e dy 3x
la cantidad empleada en inversidn viene dada por la ecuacion diferencial — = .
dx x4y
Hallar la expresién que relaciona ambas variables, sabiendo que cuande se gasta 10.000
euros semanales en publicidad el beneficio es de 200.000 euros.

(Sep. 2005. Or)
Solucion.-
Escribimos la ecuacion en la forma: (3x* — y)dx + (—x + 4y)dy = 0, pudiéndose

comprobar que es diferencial exacta. Tenemos pues: f(x,y) = j(3x2 — y)dx= X —xy + C(y) ,

de donde % =—x+C’(y) =—x + 4y = C’(y) = 4y = C(y) = 2y* — C. Por tanto la solucién es:
y

X’ —xy +2y* = C y puesto que para x = 10 — y = 20, sustituyendo se obtiene que C = 1600,
de donde:
X’ — Xy + 2y = 1600
12. Senalemos por y, en euros, el ingreso que se obtiene al vender x unidades de un

producto. Se sabe que la tasa a la que varia el ingreso respecto al nimero de unidades
2

=0

5=

vendidas, viene dada por la siguiente ecuacion diferencial: y'+ "

-y
Obtener y, en funcidon de x, sabiendo que la venta de 1 unidad produce un ingreso de 1 euro.
(Sep 2005. Res)

Solucion.-
2 3 3
y’ + IX ;=0¢> (y° - 1)dy = x°dx; integrando: y?—y:%+C; puesto que y(1) = 1
1 1 L y’ x> 5 X
§—1=§+C—>C=—1,luegolasolucmnes: ?—y:?—l < y-3y-x+3=0.

13 Obtener la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial
Bx+4y+Ddy+2x+3y+1Lide=0
(Enero 2006. Or)

Solucion.-
Puede comprobarse que es una ecuacion diferencial exacta. Se tendra pues:

fix,y)= J(3X+4y+1)dy = 3xy+2y2 +y+C(x)

Derivando respecto a x, debera ser:
3y+Cx)=2x+3y+1 > Cx)=2x+1—> Cx)=x"+x+C.
Luego la solucién es: 3xy +2y> +y +x° +x + C =0
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14.Sea x el nimero de unidades fabricadas e y el coste de produccién. Sabiendo que la
tasa ala que cambia el coste respecto al nimero de unidades producidas viene dado por

d 9
la siguiente ecuacion diferencial g_r_ x+ —. Se pide calcular el coste en funcién de

dx x X

las unidades producidas, en el caso en que el coste es de 12 unidades monetarias cuando
el nimero de unidades fabricadas es 3.

(Enero 2006. Or)

Solucion.-

Se trata de resolver la ecuacion diferencial lineal dada. Busquemos dos funciones uy v
tales que y = u-v sea solucion: Tendremos:

u-v 9 \% 9 . v

uvvtuy = ——-x+— © u'v+u(v'——j =—x+— (D). Elijamos v tal que v'-— =0 «
X X X X X

A4 , 9 9 9 ,

< —=— - v=xSustituyendoen (): w'x=-x+— > uw=-1+— o u=—x-——1C. Asi
vV X X X X

pues la solucion general es y = —x* + Cx — 9. Para las condiciones dadas: 12 = 3C — 18 <>
- C=10, luego: y =—x*+10x - 9.
15.- Obtener la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial:

xy’ +y—ylnx=0 (Feb 2006 29
Solucion.-
Es una ecuacion de Bernoulli. Dividiendo los dos miembros por y*, queda:
xy 2y’ + y ' — Inx=0; hacemos el cambio y' =z — -y ’y’ =z’ y sustituyendo se obtiene:

—xz’ + z — Inx = 0, que es una ecuacion lineal. Hacemos z = u'v — z” = u’v + uv’ de donde
sustituyendo y sacando factor comin u: —xu’v — u(xv’ — v) — Inx = 0; haciendo xv’ —v=0 —

) 1
— vV = X, y sustituyendo: X —Inx=0—> u = —Lzlnx—> uz-‘-(——zlnx]dx= (por
X X
1 1
partes) = —Inx +—+C.
X X
1
Asipues,z=Inx+1+Cx,dedondey= ——
Inx+1+Cx

16. Sea x la demanda de un cierto producto e y el precio unitario de venta. Se sabe que el
ritmo al que cambia el precio respecto a la demanda, viene expresado por la siguiente

dy:£+ 120

ecuacién diferencial d_ x———. Se pide calcular el precio en funcién de la
X X X
demanda, sabiendo que el precio unitario de venta es de 3 euros cuando la dmanda es de
9 unidades.
(Feb 2006 29
Solucion.-

La ecuacion diferencial es lineal. Mediante el cambio y = u-v se obtiene que v = X.
Sustituyendo queda:

120

u'x—x+1—2=0—> u'=l-—1 — u=x+@+C.P0rtant0y=x2+Cx+12O.Haciend0
X X X

x =9,y =3, se obtiene que C =-22. Luego el precio en funcion de la demanda:
y=x>—22x+ 120
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17.Sea y el coste de producir x unidades de un cierto producto. Se sabe que latasa ala
que cambia el coste de produccién, respecto al nimero de unidades fabricadas, es igual al
doble del cuadrado del coste menos el cuadrado del niimero de unidades producidas,
dividido todo ello por el producto de ambas variables.
Se pide hallar la relacién que existe entre las unidades producidas y el coste de
produccion. Para ello, se sabe que al producir 1 unidad de producto, el coste de
produccion es de 3 unidades monetarias.

Solucion.- (sep 06)
Planteado el problema conduce a la ecuacion diferencial homogénea:
2 2
dy = 2y =X con la condicion y(1) =3
dx Xy
Efectuando el cambio de variable y = ux y sustituyendo, queda:

xdu+udx_2u2xz—x2 _2u2—1 N u

1
5 ——du=—dx —>(integmndo)—>lln‘u2 - 1‘ =InC x
dx ux u u -1 X 2

— u’—1 = Cx* - (deshaciendo el cambio)— y* = x> + Cx* > y = Jx*+Cx"* . Sustituyendo
x = 1, se obtiene: 3 = +/1+C — C = 8. La relacion pedida es: y = v/x* +8x*

18.Sea y = ((x) el coste en euros, de fabricar x figuras de ceramica. La tasa a la que
cambia el coste respecto al nimero de figuras fabricadas viene dada por la siguiente

ecuaclén diferenclal. %}—Zx(y-t-l) =0 . Hallar el coste en funcién del niumero de

figuras de ceramica fabricadas, sabiendo que el coste de fabricar 2 unidades es de 109
euros.

(Tomese ¢ = 55)
Solucion.- (sep 06 res)

Escribiendo la ecuacion diferencial en la forma %dy =2xdx e integrando, queda:
y+
Iny+1|=x*+C, > y+1 =Ce* <> y=Ce* —1.

Para la condicién dada: 109 =Ce*— 1 <> C= 1o _ 2. El coste pedido es: y=2¢* — 1

e4

19.- Sea x el precio unitario de venta de un producto, e y su oferta. La razon a la que
cambia la oferta respecto al precio, viene dada por la siguiente ecuacion diferencial :

d_y =4x + 2y. Hallar la oferta en funcion del precio, sabiendo que si el precio unitario es de
X
1,5 euros, la demanda es de 56 unidades. (Nota : Tomese ¢’ =20) (En. 07)

Solucion.-

Podemos integrar la ecuacion diferencial, por ejemplo, como homogénea. Hacemos el
cambio y = u-v. Sustituyendo:

'

wvvtuvy =4x+2uv © u(v’' —2v)=4x-u’v (I). Hacemos v’ — 2v =0 < %=2.
Integrando: In |v]=2x - v =¢* Sustituyendo en (I) queda: 4x — w’e™ = 0 <> u’ = 4xe > .
Integrando (por partes):
u=-2xe >+ IZe’z"dx = 2xe X —e >+ C.
Asi pues y = e™(—2xe > —e >+ C) =-2x -1 + Ce**.
Para las condiciones dadas: 56 =—3 -1 + C:¢>=-4+20C < C=3
Luego la oferta en funcion del precio es: y =-2x -1 + 3-¢™,
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