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EJERCICIOS DE INTEGRAL DOBLE PROPUESTOS EN EXAMENES
1°) Obtener el valor de la integral doble I = J‘J' (x +yHx—y)'dxdy efectuando el

R

. : : + — : : i
siguiente cambio de variable: x = 4 5 V; y = e 5 v , siendo R la region del plano limitada por

las cuatro siguientes rectas: x +y=1;x +y=3;x—-y=1;x -y =-1 (Septiembre 2002, ex.
or)

Solucion.-
X+ty=u y x-y=yv,luego el recinto R esta limitado poru=1,u=3;v=1,v=-1.
1 1
—_ - 3 1
El jacobiano olx,y) = % 21 _ 1 =1= lJju-v“dudv = ljuduj vidv = 4
ow,v) (L _1 2 2JJx 200 5
2 2

2°) Calcular el volumen que determina la funcién f (x, y) = x'y sobre el recinto
A={(x,y) eR* /1<x*+y* <4, xy>0} (Septiembre 2002, ex. res.)

) L
Volumen = Ij xydxdy= (cambiando a polares) = I p3dpj *cosBsenbdd =
A 1 0

__1p* 2[00829i|2 15
204 )L 2 ], 8

3°) Dada la integral doble A = J. I(xz +y’ )% dxdy donde R es la regién comprendida
R

entrexX’ +y’ =1y x*+y* =9

Se pide

1° Resolver la mencionada integral doble efectuando necesariamente un cambio de
variables a coordenadas polares

2° Dibujar el recinto en que se transforma el recinto inicial R cuando se efectua la
transformacion a coordenadas polares (Enero 2003, ex. or.)

Solucion:
1°)
3 2n 3
X =pcoso 1<p<3 _ _ 6 _ 6, 4372m
y:psene} 0<0<2n I=p = A= lpdp OdG—ZTC lpdp— 7
A
29 p
3 -------------------------- -
e )
1 ......................... -
: 6
0 om
En coordenadas cartesianas En coordenadas polares
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b

1
*>dxdy donde R es el primer cuadrante

4°) Dada la integral doble A = H x(x2 + yz)
R

definido por la ecuacion x* + y* < a’.

Se pide

1° Resolver la mencionada integral doble efectuando necesariamente un cambio de
variables a coordenadas polares

2° Dibujar el recinto en que se transforma el recinto inicial R cuando se efectua la
transformacion a coordenadas polares (Enero 2003, ex. res)

Solucion:
0<p<a a = 4
o X =pcosO _ _ 3 2 _a
l)y:psene} OSGS%} J=p = A—jopdpfocosed9—4
AP
2% O
e »
0 y " LA
2
En coordenadas cartesianas En coordenadas polares

5%) Obtener el valor de la integral doble I = II xy’dxdy
R

Siendo R la regidn del plano definida por los tres vértices: A(1,1) ; B(2,1) ; C(2,2) (Septiembre
2003, ex. res)
Solucion.-

3

-1 0 1 2 3 47
30

-1

6°) Utilizando necesariamente coordenadas polares, en todo el desarrollo, calcular
cuales seran tanto los limites de integracion, como la expresion de la funcion subintegral, en la
siguiente integral que inicialmente aparece en coordenadas cartesianas:

1 1
I= .[ de_[of (X,y)dy (Septiembre 2004, ex. res)

Solucion.-
El recinto de integracion es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1).
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Consideremos los dos tridngulos en que es dividido por la diagonal que une (0,0) y (1,1):
ﬂk

(0,1) (L) |

I \/ cosa
senf3
“laoy
(0,0)
: ., T 1 .,
En el primer tridngulo, 0 <0< — y 0< p< 5 ; en el segundo  tridngulo,
oS

1 :
ki y 0< p < ——. Luego la integral quedaria:
2 senf

I= I:M dGI;/Cose pf (p cos0, psene)dp + I://jde J.

7°) Utilizando necesariamente coordenadas cilindricas, en todo el desarrollo, y siendo R
el cilindro de base el circulo de radio 1 (centrado en el origen de coordenadas) y de altura 3,
calcular el valor de la siguiente integral que inicialmente aparece en coordenadas cartesianas:

i

Nota: Las coordenadas cilindricas de un punto (x,y,z) son (r,a,z). Siendo (r,a) las coordenadas
polares de (x,y) (Enero 2005)
Solucion.-
La transformacién de coordenadas cartesianas a cilindricas viene dada por las
X =r1cosa

<0<

NI

1/sen®

pf (p cos 0, psene)dp

0

ecuaciones: y =rsena. ¢ cuyo jacobiano vale r. El cilindro R viene determinado por 0 <r < 1;
z=12

0 <a <2m; 0<z<3. Luego la integral seria:

1 27 3 12 1
errj donj dz = [—} 213 =37
0 0 0 2 0
8°) Calcular el area de la region del plano limitada por las desigualdades:

2x+3y>6 2x +3y <18
2x-3y=>-6 2x -3y <6

=2x-3
Para ello ha de efectuar, necesariamente, el cambio de variables: e
v=2x+3y
Asi mismo, dibuje cual sera el nuevo recinto R’ en las nuevas variables (u ,v) (En 2005-2°)
Solucion.-
El recito R se transforma en u > —6; u < 6; v > 6 ; v < 18. Despejando x e y de las
X=—u+ lV LI 1
ecuaciones del cambio de variable: 4 i 4 { cuyo jacobiano J = 41 ‘1‘ =17 Luego el
=——Uu+— _— —
U6 e 6 6
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) 1 ¢6 18 1
area pedida es: —I duI dv=—1212 =12.
1276 Js 12

El recinto R’ es un rectangulo:

9°) (Sep 2005- or)
Dada la integral | = ”R Sen\/x2 +y2 dxdy ,ysiendo R el recinto definido por:

7 <x +y <4x’, x20, p=0. Sepide:

1) Efectuando necesariamente el cambio a coordenadas polares, dibujar el nuevo recinto 1’
en las nuevas coordenadas.
2) Calcular el valor de |a integral dada |

Solucion.-
n <1’ <4n’
1) El recinto en coordenadas polares seria P 0 equivalentemente
0<a<—
2
n<r<2m
n que se trata de un rectdngulo en unos ejes (r, o.):
0<a<—
o A
T
2
_ r

T 27

T

T 2 I 2n
2) La integral queda: J. ? daJ. r-senr-dr = (por partes) = I 2 {[— rcos r],zfE + Icos r-dr}da
0 T 0

= J.;(—37c)d0c = —3n

0 2
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x2oy?

10°) Resolver la integral doble A = J]e *¥ dxdy efectuando el siguiente cambio de

R

variable:
u=y-—x :
V=Xty

Asimismo R es la region del primer cuadrante limitada por la recta

xty=2
x+ty=2. (Sep 05. Res)

Solucion.-

El dominio R cuya representacion grafica podemos ver a la | .
derecha, puede expresarse:

0<y<2x<2
v—u
X =
2

Despejando x e y del cambio propuesto: N con lo que el recinto R se convierte en:
u+v

2

ogugvgz—vgus2 <> 0<u+v<4-v+u<4 < -u<v<4-v<4-u

cuya representacion es:

NS

El valor absoluto del jacobiano es : abs = % , de donde la integral queda:

| ==

1

2
1 2 v 2 2

= EI dVJ‘eVdu= J‘VeVdV: (por partes) = [VGVE —J‘evdv= 2 —ef+1=¢e"+1.
0 -V 0 0

11°) (Feb 06— 29

Calcular la integral doble de la funcién:

z=x" + yz sobre el recinto A definido por las desigualdades :

y<x+a, y2a, y<3a, cona>{0; mediante el cambio de variable:

H=x Yy VvV=y-—x.

Dibujar necesariamente los recintos en las variables x e y , y asimismo en las variables uy v
Solucion.-

El recinto, representado en las coordenadas (X, y) y en las coordenadas (u, v)
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w=ita \\\\
=a

\\\\\Eiv=33
=4 utr=a

En coordenadas (x, y) En coordenadas (u, v)
es un recinto ilimitado, comprendido entre dos paralelas. La integral es infinito.
Puede ser que haya un error en el enunciado y que donde pone y < 3a, deba poner

x < 3a. En ese caso los recintos respectivamente son:

vz e

n=3a

y=uta

=3a
utv=a

i I\

En coordenadas (u, v)

En coordenadas (x, y)
Del cambio propuesto se deduce :

= 0 _
=y 1= 1|; ademas x* + y* = 2u” + 2uv + v, de donde la integral:

1

. : 1
} y el jacobiano: J =
y=u+v

3a 3a V3 a 3a 4
j duJ‘Z2u2 +2uV+V2)dV: j 2u’v+uv’ +? du :I (§u3 +au’ +a2u)d =
0 a 0 a—u

-u 0

au’ a’u’ 33_&34
3 2 2

0

12°) (Sep 06. Or)
Calcular el area del dominio acotado A que limitan las curvas :

u4
—+—
3

y=x', y=2x' y'=x y'=2x
mediante el siguiente cambio de variables:

2
x*=uy, y*=wx

Nota; Dibujar necesariamente los recintos Ay A" correspondientes a las variables (x,y) e
(u,v)

Solucion.-
Efectuado el cambio de variables, las curvas se convierten respectivamente en: u = 1,

u=—,v=1,v=2, con lo que los recintos A y A’ son:

N | —

EJERCICIOS DE INTEGRAL DOBLE PROPUESTOS EN EXAMENES

—6/8—



UNED. ELCHE. ] e-mail: imozas@elx.uned.es
TUTORIA DE MATEMATICAS Il (2° A.D.E.) http://telefonica.net/web/imm

y=x2 v222¢

3 y =k

y2=x

05

0 05 1 15 2 e
Recinto A Recinto A’

El area pedida puede calcularse mediante la integral doble de la funcién f(x, y) =1 en el
recinto A. Efectuando el cambio de variable, sera:

1 2
Area = Ijl'dxdy=jj I olx,y) dudV=J- duj 8(x,y) dv
A i [0(u, v) S o(u,v)
Para calcular el jacobiano, despejamos x e y del cambio de variables, quedando
2 2 0 Lusys
— 113v3 —u Vv —u-v 1 2

A ,dedondeM:3 , 3 L :l.Luegoeléreaeslj dujdv=l

s olwv) |1 =5 255 3 30, 46
y=u’v’ u-v Eu \ 2

13°) (Sep 06 Res)
Calcular el area del dominio acotado A que limitan las curvas :
xy=1, xy=2, »w'=1, »' =2

mediante el siguiente cambio de variables:

3
xXy=u, xy =v

Nota: Dibujar necesariamente el recinto A" correspondientes a las variables (u,v)

Solucion.-

Efectuado el cambio de variables, las curvas se convierten respectivamente en: u = 1,
u=2,v=1,v=2, con lo que los recintos A y A’ son:
4

a 1 2 3 4 i 1 2 3
u

Recinto A Recinto A’

El area pedida puede calcularse mediante la integral doble de la funcién f(x, y) =1 en el
recinto A. Efectuando el cambio de variable, sera:
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2 2
Area = Ijl-dxdy=jj I a(X’Y) dudV:I duJ‘ a(X’Y)
A A 8(u,V) 1 I 6(u,V)
Para calcular el jacobiano, despejamos x e y del cambio de variables, quedando

dv

30 3 1 1 33
X =ulv 2 —u’v? ——u?v?
., (» de donde M: 2 s . 1 |=—. Luego el d4rea es
oy 2yl owv) |1 55 1 55| 2v
y=u?v 5
2 2
lj du ldeln—2
24 1V 2

14°) Las coordenadas esféricas de un punto (x, y, z) son (p, o, y). se pide:

1) Expresar las relaciones de las coordenadas cartesianas (x, y, z) en funcion de las
esféricas

2) Calcular el Jacobiano de la transformacion de las coordenadas cartesianas en funcion
de las esféricas

3) Calcular el volumen de una esfera de radio r, mediante el cambio de variables a
coordenadas esféricas. (En 07 or)

Solucion.-

1)
X =P COS\ COS QL
y = pcosysena
Z = pseny

2)

COSOLCOS\Y —PSENnoLCos\yY —pCosaseny
a(x,y,z)

ﬁ =|(senacosy pcosacosy —psenaseny = pzcosw
psa,q) Sen\v 0 pCOS\V

) V= 8jf'dedydz, donde R es el recinto {(x, v, z) / x’+y*+z” < 1, x>0, y>0, z>0}.

Efectuando el cambio a coordenadas esféricas, seria:

r s 37T m L
V= 8I pzdpj ? docj *cosydy = 8{%} [oc]g [sen\y]o = gnﬁ
0 0 0
0
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