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EJERCICIOS DE INTEGRAL DOBLE PROPUESTOS EN EXÁMENES 

1º) Obtener el valor de la integral doble I = ( ) ( )∫∫ −+
R

4 dxdyyx·yx  efectuando el 

siguiente cambio de variable:
2

vuy;
2

vux −
=

+
= , siendo R la región del plano limitada por 

las cuatro siguientes rectas: x + y = 1; x + y = 3 ; x – y = 1 ; x – y = –1 (Septiembre 2002, ex. 
or) 
 Solución.-  
 x + y = u   y   x – y = v, luego el recinto R está limitado por u = 1, u = 3; v = 1, v = –1. 

El jacobiano ( )
( ) 2

1

2
1   

2
1

2
1     

2
1

v,u
y,x

−=
−

=
∂
∂  ⇒ I = 

5
4dvvudu

2
1dudvv·u

2
1 1

1

4
3

1R

4 == ∫∫∫∫ −
 

2º) Calcular el volumen que determina la función f (x, y) = x·y sobre el recinto 
A = {(x, y) ∈—2  /1 ≤ x2 + y2 ≤ 4,  x,y ≥ 0}   (Septiembre 2002, ex. res.) 

 Volumen = ∫∫A
xydxdy = (cambiando a polares) = ∫ ∫

π

θθθρρ
2

1

2

0

3 dsencosd  =  

= 
8

15
2
2cos

42
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=

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






ρ
−

π

. 

 3º) Dada la integral doble A = ( )∫∫ +
R

2
522 dxdyyx donde R es la región comprendida 

entre x2 + y2 = 1  y  x2 + y2 = 9 
 Se pide 
 1º Resolver la mencionada integral doble efectuando necesariamente un cambio de 
variables a coordenadas polares 
 2º Dibujar el recinto en que se transforma el recinto inicial R cuando se efectúa la 
transformación a coordenadas polares (Enero 2003, ex. or.) 
 Solución:  
 1º) 

7
4372d2ddAJ20

31
seny
cosx

3

1

6
3

1

2

0

6 π
=ρρπ=θρρ=⇒ρ=




π≤θ≤
≤ρ≤




θρ=
θρ= ∫∫ ∫

π

 

 
 2º)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 En coordenadas cartesianas    En coordenadas polares 
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2π 0 
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 4º) Dada la integral doble A = ( )
1

2 2 2

R
x x y dxdy+∫∫ donde R es el primer cuadrante 

definido por la ecuación x2 + y2 ≤ a2. 
 Se pide 
 1º Resolver la mencionada integral doble efectuando necesariamente un cambio de 
variables a coordenadas polares 
 2º Dibujar el recinto en que se transforma el recinto inicial R cuando se efectúa la 
transformación a coordenadas polares   (Enero 2003, ex. res) 
 Solución:  

 1º) } 2
4a

3

0 0

0 a ax cos J A d cos dy sen 0 42

π≤ ρ ≤ = ρ θ π = ρ ⇒ = ρ ρ θ θ == ρ θ ≤ θ ≤ 
∫ ∫  

 
 2º)  
 
 
 
 
 
 
 
 En coordenadas cartesianas    En coordenadas polares 
 5º) Obtener el valor de la integral doble I = 2

R
xy dxdy∫∫  

Siendo R la región del plano definida por los tres vértices: A(1,1) ; B(2,1) ; C(2,2) (Septiembre 
2003, ex. res) 

 Solución.- 
 

 I = 
2 x 2

1 1
xdx y dy∫ ∫  = 

x2 3

1 1

yx dx
3

 
 
 ∫ =  

= 
2 23 4

1 1

x 1 x xx dx dx
3 3 3 3

   
− = −  

   ∫ ∫ = 
25 2

1

x x
15 6
 

− 
 

= 

= 
47
30

 

  
 6º) Utilizando necesariamente coordenadas polares, en todo el desarrollo, calcular 
cuales serán tanto los límites de integración, como la expresión de la función subintegral, en la 
siguiente integral que inicialmente aparece en coordenadas cartesianas:  

( )∫ ∫=
1

0

1

0
dyy,xfdxI  (Septiembre 2004, ex. res) 

 Solución.- 
 El recinto de integración es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1).  
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2
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Consideremos los dos triángulos en que es dividido por la diagonal que une (0,0) y (1,1): 
 
 
 
 
 
 
 

 En el primer triángulo, 0 ≤ θ ≤ 
4
π   y   0 ≤  ρ ≤ 

θcos
1 ;  en el segundo triángulo,  

4
π  ≤ θ ≤ 

2
π   y   0 ≤  ρ ≤ 

θsen
1 . Luego la integral quedaría:  

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
π

π

θπ θ
ρθρθρρθ+ρθρθρρθ=

2/

4/

sen/1

0

4/

0

cos/1

0
dsen,cosfddsen,cosfdI  

 7º) Utilizando necesariamente coordenadas cilíndricas, en todo el desarrollo, y siendo R 
el cilindro de base el circulo de radio 1 (centrado en el origen de coordenadas) y de altura 3, 
calcular el valor de la siguiente integral que inicialmente aparece en coordenadas cartesianas:  

∫∫∫R

dxdydz  

Nota: Las coordenadas cilíndricas de un punto (x,y,z) son (r,α,z). Siendo (r,α) las coordenadas 
polares de (x,y) (Enero 2005)  
 Solución.-  
 La transformación de coordenadas cartesianas a cilíndricas viene dada por las 

ecuaciones: 






=
α=
α=

zz
rseny

cosrx
 cuyo jacobiano vale r. El cilindro R viene determinado por 0 ≤ r ≤ 1;  

0 ≤ α ≤ 2π; 0 ≤ z ≤ 3. Luego la integral sería: 

3·2·
2
rdzdrdr

1

0

23

0

2

0

1

0

π



=α∫∫∫

π

 = 3π 

 8º) Calcular el área de la región del plano limitada por las desigualdades:  





≤−−≥−
≤+≥+

6y3x26y3x2
18y3x26y3x2

 

Para ello ha de efectuar, necesariamente, el cambio de variables: 
y3x2v
y3x2u

+=
−=

 

Así mismo, dibuje cual será el nuevo recinto R’ en las nuevas variables (u ,v)  (En 2005-2ª) 
 Solución.- 
 El recito R se transforma en u ≥ –6; u ≤ 6; v ≥ 6 ; v ≤ 18. Despejando x e y de las 

ecuaciones del cambio de variable: 










+−=

+=

v
6
1u

6
1y

v
4
1u

4
1x

 cuyo jacobiano J = 
12
1

6
1

6
1

4
1

4
1

=
−

. Luego el  

(1,0) 

(0,1) 

(0,0) 

(1,1) 

α 
β 

αcos
1

βsen
1  
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área pedida es: 12·12·
12
1dvdu

12
1 6

6

18

6
=∫ ∫−

 = 12. 

 El recinto R’ es un rectángulo: 

 
 9º)  (Sep 2005- or) 

 
 Solución.-  

 1) El recinto en coordenadas polares sería 






π
≤α≤

π≤≤π

2
0

4r 222

 o equivalentemente 







π
≤α≤

π≤≤π

2
0

2r
  que se trata de un rectángulo en unos ejes (r, α): 

 
 
 
 
 
 
 

 2) La integral queda: ∫ ∫
π

π

π
α2

0

2
dr·senr·rd = (por partes) = [ ]∫ ∫

π
π

π

π
π α



 +−2

0

2
2 ddr·rcosrcosr  =  

= ( )
2
3d3

2
2

0

π−
=απ−∫

π

 

r 

α 

2
π

π 2π 
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 10º) Resolver la integral doble A = ∫∫ −
−

R

yx
yx

dxdye
22

 efectuando el siguiente cambio de 

variable:  
u = y – x 
v = x + y 

Asimismo R es la región del primer cuadrante limitada por la recta  
x + y = 2.  (Sep 05. Res) 
 Solución.- 
 El dominio R cuya representación gráfica podemos ver a la 
derecha, puede expresarse: 

0 ≤ y ≤ 2–x ≤ 2 

Despejando x e y del cambio propuesto: 










+
=

−
=

2
vuy

2
uvx

 con lo que el recinto R se convierte en: 

2
2

uv2
2

vu0 ≤
−

−≤
+

≤  ↔ 4uv4vu0 ≤+−≤+≤   ↔  –u ≤ v ≤ 4 – v ≤ 4 – u 

cuya representación es: 

 

El valor absoluto del jacobiano es : abs
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

=
−

, de donde la integral queda: 

A = ∫ ∫−
2

0

v

v

vduedv
2
1 = ∫

2

0

vdvve = (por partes) = [ ] ∫−
2

0

v2
0

v dveve = 2e2 – e2 + 1 = e2 + 1. 

 11º)  (Feb 06 – 2ª) 

  
 Solución.- 
 El recinto, representado en las coordenadas (x, y)  y en las coordenadas (u, v) 
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 En coordenadas (x, y)    En coordenadas (u, v) 
es un recinto ilimitado, comprendido entre dos paralelas. La integral es infinito. 
 Puede ser que haya un error en el enunciado y que donde pone y ≤ 3a, deba poner  
x ≤ 3a. En ese caso los recintos respectivamente son: 

   
 En coordenadas (x, y)    En coordenadas (u, v) 
 Del cambio propuesto se deduce :  





+=
=

vuy
ux

 y el jacobiano:  J = 1
11
01
= ; además x2 + y2 = 2u2 + 2uv + v2, de donde la integral: 

( )∫ ∫ −

++
a3

0

a

ua

22 dvvuv2u2du = =





 ++=








++ ∫∫

−

duuaauu
3
4du

3
vuvvu2

a3

0

223
a

ua

a3

0

3
22  

= 4
a3

0

2234

a
2
81

2
ua

3
au

3
u

=







++  

 12º) (Sep 06. Or) 

  
 Solución.- 
 Efectuado el cambio de variables, las curvas se convierten respectivamente en: u = 1, 

2
1u = , v = 1, v = 2, con lo que los recintos A y A’ son: 
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   Recinto A            Recinto A’ 
 El área pedida puede calcularse mediante la integral doble de la función f(x, y) = 1 en el 
recinto A. Efectuando el cambio de variable, será: 

Área = ( )
( )

( )
( )∫ ∫∫∫∫∫ ∂
∂

=
∂
∂

=
1

2
1

2

1'AA
dv

v,u
y,xdududv

v,u
y,x·1dxdy·1  

 Para calcular el jacobiano, despejamos x e y del cambio de variables, quedando 









=

=

3
2

3
1

3
1

3
2

vuy

vux
, de donde ( )

( ) 3
1

vu
3
2vu

3
1

vu
3
1vu

3
2

v,u
y,x

3
1

3
1

3
2

3
2

3
2

3
2

3
1

3
1

==
∂
∂

−−

−−

. Luego el área es 
6
1dvdu

3
1 1

2
1

2

1
=∫ ∫  

 13º)  (Sep 06 Res) 

  
 Solución.- 
 Efectuado el cambio de variables, las curvas se convierten respectivamente en: u = 1,  
u = 2, v = 1, v = 2, con lo que los recintos A y A’ son: 

                            
   Recinto A            Recinto A’ 
 El área pedida puede calcularse mediante la integral doble de la función f(x, y) = 1 en el 
recinto A. Efectuando el cambio de variable, será: 
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Área = ( )
( )

( )
( )∫ ∫∫∫∫∫ ∂
∂

=
∂
∂

=
2

1

2

1'AA
dv

v,u
y,xdududv

v,u
y,x·1dxdy·1  

 Para calcular el jacobiano, despejamos x e y del cambio de variables, quedando 









=

=
−

−

2
1

2
1

2
1

2
3

vuy

vux
, de donde ( )

( ) v2
1

vu
2
1vu

2
1

vu
2
1vu

2
3

v,u
y,x

2
1

2
1

2
1

2
3

2
3

2
3

2
1

2
1

=
−

−
=

∂
∂

−−−

−−

. Luego el área es 

2
2lndv

v
1du

2
1 2

1

2

1
=∫ ∫  

 14º)  Las coordenadas esféricas de un punto (x, y, z) son (ρ, α, ψ). se pide: 
 1) Expresar las relaciones de las coordenadas cartesianas (x, y, z) en función de las 
esféricas 
 2) Calcular el Jacobiano de la transformación de las coordenadas cartesianas en función 
de las esféricas 
 3) Calcular el volumen de una esfera de radio r, mediante el cambio de variables a 
coordenadas esféricas.  (En 07 or) 
 Solución.- 
 1)  







ψρ=
αψρ=
αψρ=

senz
sencosy
coscosx

 

 2)  

( )
( ) ψρψ

ψαρ−ψαρψα
ψαρ−ψαρ−ψα

=
ϕαρ∂

∂

cos0sen
sensencoscoscossen
sencoscossencoscos

,,
z,y,x = ρ2cosψ 

 3) V = 8∫∫∫Rdxdydz , donde R es el recinto {(x, y, z) / x2+y2+z2 ≤ r, x≥0, y≥0, z≥0}. 

 Efectuando el cambio a coordenadas esféricas, sería: 

V = 8 [ ] [ ] 32
0

2
0

r

0

3
2

0

2

0

r

0

2 r
3
4sen

3
8dcosdd π=ψα







ρ
=ψψαρρ

ππππ

∫∫∫  

 


