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EJERCICIOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES PROPUESTOS EN
EXAMENES
1) Encuéntrese un factor integrante de la forma p(y) para
y(1 + xy)dx —xdy =0
y resuélvase la ecuacion.(Feeb 2003)
Solucion.-
pn(y)y(1 + xy)dx — pu(y)xdy = 0 sera diferencial exacta, luego debe ser

Z (w@y+x9) = (u()x)

ay

: L Wy 2 o2 _ 2
efectuando las derivadas y simplificando queda: ) = o Inwy)=lny " wy) =y .

py
Luego: L+ xy dx — iz dy =0 es diferencial exacta. Se tiene:
y y
1 ? F
F(xy) = j P =X X oy » FOY X og=m X S om -0
y y 2 ay y y

2

= C(y) = K (constante). Luego: F(x,y) = X, X? +K=0
y

2.- Expliquese el concepto de factor integrante. Dar una expresion para la condicion que
debe cumplir un factor integante que sea funcion de x-y (Sep. 2003)

Respuesta.-

Consideremos la ecuacion diferencial P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, no exacta. Si existe
una funcién u(x, y), tal que la ecuacion p P dx +pu Q dy = 0, es exacta , entonces el factor
L(x, y) recibe el nombre de factor integrante de la ecuacion diferencial.

Si p es funcion del producto xy, hagamos el cambio t = xy. Se tendra:

0 , 0 ,
p=p®, =y, E=xp
()4 oy
Asi pues, se cumplira: xp’(t)P + ua—P =y’ (t)Q + ué—Q © xp'(H)P-yu'(t)Q=n Q_cp
ay X ox Oy
Q_op
de donde v = Ox Oy debera ser funcién del producto xy, que escribiremos f(t). Luego :
u) xP-yQ
POty = py=ce™®
u(t)
3.- Resuélvase la siguiente ecuacion diferencial: y*” +2y'+y=x"+6 (Sep. 2003)
Solucion.-

El polinomio caracteristico r* + 2r + 1 tiene la raiz —1, (doble), luego la solucién general
de la ecuacion homogénea es y; = Cie ™ + Cyxe .
Por otra parte una solucidn particular de la ecuacion completa es de la forma y, = AX® +
+Bx*+ Cx + D vy sustituyendo en la ecuacion se obtiene y, = x> — 6x” + 18x —18. Luego la
solucion es:
y=Cie ™+ Coxe "+ x> — 6x° + 18x 18
4.-Encuéntrese un factor integrante funcion del producto xy para resolver la ecuacion:
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ydx + (x = 3x°y)dy =0  (Sep. 2003 Res)
Solucion.-
Sea p = u(xvy) el factor integrante = p-ydx + p(x — 3x’y*)dy = 0 sera diferencial

exacta = diy (u-y) = (;ix (u-(x — 3x2y2)) =

d d d d

Para facilitar los cadlculos hagamos el cambio de variable xy = t obsérvese que — py = —pu—1t=x—u;
dy dt dy dt
escribiremos, para simplificar — p = u’; andlogamente se obtendria — p = yﬂ]
dt dx
) ) 2.2 2 2.3, 2 p' 2 2
= xyu +p =y - 3Xy) ru(l-6xy) = 3xyu-o6xyp=0= —=——=—? =
K Xy
2 1 1
Shp=In{t")=pu= '[_2:X2y2 .
Resolvamos la ecuacion:
1 101 1 F 1 1
Foy) = [oodx=—[Sd=——+c) Feoy) 1 ogy=L 3
X'y o ydx Xy ay Xy Xy
= C’(y) =3 = C(y) = 3y, luego:
1
F(xy)= ——-3y=K
Xy
5.- Resolver (x> +y* )dx = xydy.
Solucion:
Escribiendo la ecuacion en la forma (x> +y* )dx — xydy=0, podemos comprobar
P _Q
: : oy ox -3 y
que no es diferencial exacta. Como T =—, la ecuacidon posee un factor
X
integrante que depende de x: w_z3 — Inp = Inx> - p=x", luego:
Lo X
1 y? y : .
—+= [dx—=—=,dy =0 es diferencial exacta, de donde:
X X X

2 2
f(x,y) = J‘(§+ Y jdx =Inx— 2y +C(y). Derivando respecto de y e igualando a —lz:

x> x? X

;—Zy +C'(y) = _x_yz — C’(y) =0 — C(y) = C (constante). Luego la solucién es:
2
Inx-=—+C=0
2x?

6.- Resuélvase la siguiente ecuacion diferencial: (Feb 2004)

Solucion.-
La ecuacién caracteristica 1' + 2r° + 2r* +2r + 1 = 0 admite las soluciones i, —i y
—1(doble), luego la solucion general de la homogénea es:
y1 = Cie "+Cyxe "+Cscosx+Cysenx
Una solucion particular de la ecuacion completa serd de la forma y, = Ae™
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Sustituyendo:

Ae" +2A e"+2A e"t2A e"tA '=5¢e"> A= g . Asi pues la solucion general sera:

_ _ 5
y =y T y,=Cie +Coxe +C;cosx+Cysenx+ gex

7.- Dada la ecuacion diferencial
(x+y2)dx —2xydy =0
a) Encuéntrese un factor integrante que solo dependa de x (1 = p (x)).
b) Resuélvase la ecuacion usando el factor integrante hallado. (Sep 2004)

Solucion.-
op P _Q
a)Debesera—Xzay 6x:2y+2y:—2 - 1np=—21nx=lnx’2—>u=i2
1) Q —2xy X X
X+y’ y’ 2y 2xy :
b) —dx=Inx-—+C(y) > —+C'(y)=—F —>C(y)=0—->C(y)=C.
X X X X
2
La solucion es: lnx—y—+C =0.

X
8.- (Qué forma tiene una ecuacion diferencial de Bernoulli? ;Cémo se resuelve?.

Respuesta.-
Tiene la forma y’ + yP(x) = y*Q(x), con o ¢ {0, 1}. Se resuelve haciendo el cambio

z = y"® que la convierte en una lineal. En efecto, multiplicando los dos miembros de la
ecuacion por (1 — a)y %, queda: (1 — )y *y’ + (1 — a)y * yP(x) = (1 — a)Q(x). Teniendo en
cuenta que z” = (1 —a)y *y’, la ecuacion queda: z’ + (1 — a)zP(x) = (1 — a)Q(x)

9.- Dada la ecuacion diferencial
3
(2xy +x’y +y?jdx + (X2 +y? )dy =0

a) Encuéntrese un factor integrante que solo dependa de x (i = p (x))
b) Resuélvase la ecuacion usando el factor integrante hallado. (Sep 2004 Res)

Solucion.-
ou P_AQ
a) a—quzl > hp=x—->p=e
u
3
b) La ecuacion diferencial exacta sera: (2xy+x2y+y?jexdx+(x2 + yz)e"dy =0; se
tiene:
2 Y_3 X _ 2 y_3 X _ X —
2xy+x°y+ 3 e’dx =| 2xy+x°y + 3 e (2y+2xy)e dx =
3 3
= (2xy +x’y+ Y?Jex —(2y +2xy)e* + | 2ye*dx = (2xy +x’y+ y?je" —(2y +2xy)e* +2ye* +

[o%)

+C(y) = (xzy + je" +C(y). Derivando respecto de y e igualando a (x* + y*)e*,

w|"<
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X2+ yH)e* +C(y) = (x* + y)e* > C’(y) = 0> C(y) K (constante) Asi pues, la solucion es:
Gx’y +y)e" =

10.- Encuéntrese un factor integrante w(x, y) = u(x-y) que permita resolver la siguiente
ecuacion diferencial

ydx+(x — 3x’y?)dy = 0
(No se pide resolver la ecuacion) (Feb 2005)

Solucion.-
on Op ot ,
82 Gl: ox —RY 3.2
. o . tufx _ : .
Si hacemos x'y= t— ow_awa [ Si pydx+u(x — 3x’y")dy = 0 es diferencial
dy ot oy

exacta, deberd ser: w’xy + p = p'y(x — 3xy)+u (1 — 9x%y?) - 3x°y’w’ = -9 x’y’u —
&:_—3=_—3 Shp=Int’—>pu=t>=(xy)".
[T 4% t
11.- Resuélvase la siguiente ecuacion diferencial:
y’ -y =2y=¢e". (Feb2005-29
Solucion.-
Las raices de la ecuacion caracteristica t* —t—2 =0, son 2 y —1, por lo que una

solucion particular de la ecuacion completa serd de la forma: y = Axe ™. Sustituyendo en la

ecuacion se obtiene que A = -3 con lo que la solucién de la ecuacion propuesta es:

1
y=Cie™+Ce ™ -3 xe .

12 Resuélvase la siguiente ecuacion diferencial:
dx  y*-3x°
2% +Z dy=0

3 4

y ¥

Solucion.-
Puede comprobarse que es diferencial exacta. Por lo tanto:

fix,y)= j—dx =— + C(y). Derivando este resultado respecto de y, debe ser:

2
1 .
Loy )_% 5 @)= & - C(y)= —-+C. Asi pues la solucion
y y y
puede expresarse:
2
y' oy
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