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EJERCICIOS DE INTEGRAL DEFINIDA PROPUESTOS EN EXAMENES

1.- (Febrero 2003) a) Definicion y propiedades de la funcion gamma de Euler.
Solucion:

00

Se define la funcion gamma de Euler: I'(p) = J-xp‘le"‘dx , siendo p un nimero real
0

positivo. Por partes se obtiene que I'(p) = — [xp‘le‘x ]OOO +(p-1 J x"?edx =(p-DI(p-1)
0

H_/
=0
Si p es entero positivo se deduce de lo anterior que I'(p) =(p — 1)!.
Se cumple ademas la formula de los complementos: I'(p)-T'(1 —p) = L
sen(pm)
. : . 1 1
De esta formula podemos deducir, haciendo p = 5 que I’ 5 =n
b) Calcular dx
) ,‘- D ox(x+2)
Solucion.-
. : . : 2 1 1
Por descomposicion en suma de fracciones simples se obtiene: =—-

x(x+2) X x+2

luegoj 2 ax=|wm—]| —tim{in B
D ox(x+2) x+2||, = |x+2 3 3
N 5
3 2-¢ 3
Solucion.- J‘ Y R
1 X" —4 201 X" —4 0o x" -4
2—¢ 2—¢ _ 2—¢
El primer limite: lim dx _1 —lim I L1 X = 1 lim | In|> 2 =
>0 d1 xP—4 48—>0 ! X—2 XxX+2 4 0" X+2],
l.. 3e . .
= —lim| In =—o0, luego la integral es divergente.
40" 4—¢

3.- (Feb. 04 Res)

a) Estudiese la convergencia de la siguiente integral _[ dx

0 x2+5x+5

b) Partiendo de la defincion de funcidn Beta, comprobar que {p,q)
oyt : . , .y
.[0 v+ )P dy mediante el cambio de variable x T y
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Solucion.-
h
© h
a) dx i dx 1 T 1 1 d
o XTH5X+5 how ) x?45x+5  f5how X__5+\/§ X__5_\/5
0 2 2

h

_—5+\/§

h
— L iml T ! iml 1n 2 I 5-V5 1 5-V5)_
S R V5ol =545 5+4/5 V5 (5445

— h
2 . 2
1 3+4/5
=—In
NG 2
Six=0=y=0
.y X ) _ ) X
b)x=—ey= —:Si x—>1 = y=Ilim = +o0 ., tendremos pues:
1+y I—X x—>1’1—X
1
dx =——dy
(1+y)

1 w y p-1 1 q-1 1 o yp_1
B(p q) IO ( ) . 1+y 1+y (1+y)2 y o (1+y)p+q y

: : . : ~1
4. Estudiese la convergencia de la siguiente integral I X 4x (Sep 04 )
o X

Solucion.-

Como I

[’e]

. 1 Inx : :
—dx es divergente y — < ——, para x > e, la integral propuesta es divergente.
0 X X X

5.- Estadiese si la siguiente integral es convergente y en caso afirmativo hallar su valor

j X Feb 03)
xIn? x

[

Solucion.-

L 1 ~1 ©odx " dx 17"
Una primitiva de es —, luego = lim =—lim| — | =
xIn? x Inx . xIln?x > xln’x > Inx

= —lim(i—ij =—(0-1)=1.
h-o\ Inh Ine

6.- Calculese B(%,%) haciendo previamente el cambio x = sen’t (Feb 05 29

Solucion.-
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X =sen’t
11 Pl | dx = 2sent cos tdt n .
B(E’EJZI x 2(1-x)2dx =1x=0->t=0 =2_.‘2sen‘1t-cos‘l t-sent-cos t-dt :2.[2dt:n
0 0 )
T
x=1->t=—
2

7.- Resuélvase la siguiente integral euleriana I \/;e_"3 dx (Feb 06 2°
0

Solucion.-
1 2

. : 3 1 - : :
Mediante el cambio x> =t — x =t3 — dx = gt 3dt, la integral se convierte en:

o -1
lj t2e'dt =lr(lj =ﬂ
3Jo 3 \2 3
8.- Estudiese si la siguiente integral es convergente y en caso afirmativo hallar su valor:

® dx
— (Sep 06 1°
Io x?—7x+10 (Sep )

Solucion.-
Puesto que el denominador se anula para los valores x; = 2 y x, = 5, la integral serd
convergente si es finito el limite:

2—¢ 1 5-8 1 h 1
lim —————dx+lim —————dx+lim| ———dx
e20Jo  x*=T7x+10 e20Jd24e x7 =T7x+10 i20 Jsesx” = T7x+10
2—¢ 2—¢ _ 2-¢
pero  lim %dx:llim.“ ( - )dx LT P el
200 x"-T7x+10 3:20)0 (x-5 x-2 3200 [x-2[],
= llim In 3te —lné = llim In 6+2¢))_ . Luego la integral es divergente.

9.-Resuélvase la siguiente integral euleriana: J- e dx (Sep 06 199
0
Solucion.-

1 3
: " 1 - : :
Hacemos el cambio x* =t — x = t*— dx = Zt 4dt . Sustituyendo, la integral queda:

© 3
erta (1
4do 4 \4
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