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EJERCICIOS DE INTEGRAL DOBLE PROPUESTOS EN EXAMENES

1°) Dada la region del plano A = {(x, y) eR*/x* +y* <25,y < %X, x > 0}, calculese

JJ 2xydxdy (Feb 2003)
A

Solucion.-
Si efectuamos un cambio de variable a coordenadas polares, la region A (representada en la
figura), queda:

T 3
i <5, ——<0<Larctg—
p 5 g 4
" Asi pues, la integral seria:
3 5
5 arctg— 4 arct; E 625 3
L I p3de *2senfcos0dO = —| P [cos2 6] . i ——cosz(arctg—j
0 —g 4 0 2 4 4
2
2 2 3 1 16 .
. Puesto que cos“a = 5——> cos”| arctg— | = — = ——; la integral
1+tg a 4) 9 25
+ -
16
queda finalmente: — 625 16 =-100
4 25

También puede resolverse directamente sin cambiar a polares, efectuando una particion de la
region A, como se indica en al figura. Tendremos:

ijxydxdy = j j 2xydxdy+ j j 2xydxdy = 2'[ xdxj Jiydy +
25-x

2'[ d I e d 9 skt ld o
n = 22 25+4 = »
xax —J25-x2 Y& J.OX 16 X X ’yj
He
{9){ 25x x| ﬁq,._— Y 4y=15
64 2

3

= X
=y

+T} =36-200+64=-100 |
0

2°) Calcular I I =Y __dxdy extendida al dominio x* +y* <1, x >0,y <x (Sep
AX 1Yy

2003)
Solucion.-
Efectuamos un cambio a coordenadas polares, obteniéndose la f

: : i 1 ' [cos20T+ 1!
integral: | pdp| senBcosBdd = ——| p dp = ——] pdp >
2 2

W

A

2.2

3%) Resuélvase, pasando a coordenadas polares: J‘Or IO o ln(l +x* 4y’ )dxdy (Sep

2003 Res)
Solucion.-
El recinto de integracion es el cuadrante positivo del circulo limitado por la circunferencia
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N

:(1+r2)ln(1+r2)—r2J

4°) Dada la integral:

JI arctg s dxdy
A X.

siendo A laregion: x*+y* > 1, x> +y* <9,y > % , ySX\/g

a) Encuéntrese el Jacobiano de la transformacion dada por:

{Xz-i-yz =u
Y_y
X

b) Plantéese la integral que resolveriamos tras hacer el cambio de variable del apartado
anterior. (Feb 2004)

Solucion.-
2 2 X = \/E
X' +y =u N
a) Del sistema { Y_, despejamos x e y, obtenéndose 1j/l’2 . Efectuando
N y= va/u
1+v?
las correspondientes derivadas, se obtiene el jacobiano:
1 —viu
3
oxy) PYWVIEY' (py )l 1 a o=y
8(u,v) \% \/E 2\/5«/14-\/2 (1+V2)% v 1 2‘1+V2i
WUV (142 )
b) El recinto de integracién, en funcion de uy v seria: ISu <9 ; LS v < ﬁ ,
V3
9 V3 2 Y3 2 2 2
luego la integral resultara: lj du j ! > alrctgvdV:§ M o/ |-
2J, 1l+v 2 2 0 9 36 6
NG

5°) Calculese la siguiente integral
” be+y? dxdy, siendo A = {(x,y)eR¥/x*+y* < 1} (Sep 2004)
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Solucion.-
Hacemos un cambio a coordenadas polares con lo que la integral queda:

2n 1 2n B
=t [ e e 4
0 0 0

(&

6°) a) Expliquese como se haria un cambio a coordenadas polares para calcular
” £, y)dxdy (Sep 2004 res)

Respuesta.-

a) En el cambio a polares, x = pcos ¢; y = pseno y el jacobiano J = p. El recinto A, en
coordenadas cartesianas, se transformara en un recinto A’ en coordenadas polares. La integral
quedaria:

_‘- J‘ f(pcos¢,psenp)pdpde
R

6°) Calculese la siguiente integral IICOS(Xz +y? )dxdy , siendo A={(x, y)eR*/x*+y* < 1}
A

(Feb 2005)
Solucion.- Efectuando el cambio a coordenadas polares, la integral queda:

21 1 2 1
j de'.-pcospzdp = 2p XMP | _ rgent.
0 0 2 0

7°) Calculese la siguiente integral ,”’,XZ +y?dxdy
A
siendo A= {(x,y)e R*/(x— 1> +y* <1} (Feb 2005 29

Solucion.-
El recinto es la circunferencia de la figura.
. X =pcosa
Efectuando el cambio a polares P }, el nuevo
y = psena.
.  —Zca<t . .
recinto seria 2 2 ¢,conlo que la integral queda:

0<p<2cosa

a

2cosal = T
I doc-“ *dp = —I 2 ’ ] 2 da = gJ‘ ? cos’ ado = g.[ ? cos(x(l - senzot)d(x = (inmediata) =

T

[senoc]g ——[sen (x]in —§(2—12j 32
3 - 3 - 3 3 9

2
8°) (Sep 2005)

a) Calctlese la siguiente integral:
2 pe
I j xIn y dxdy
0J1

b)Plantéese la integral _UA f (X, y) dxdy siendo A= {(x ¥)/x>0,y>0,x+y< 1} , mediante

el cambio de variables u=x+y, uv=y
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Solucion.-
a) Resolvemos la integral Iln ydypor partes: Iln ydy = [y In y]f - jdy =e—e+1=1,
1 1 1

2

2 pe 2 X 2
luego I len ydxdy :J-de =l—| =2.
0J1 0 2 0

9°) (Feb 006)

Calcilese la integral
X

y-x
J I e’ dxdy
A
Donde A es el dominio 4= {(x,y) eR>/x20, y=0, x+y< 1} mediante el cambio de

variables ¥=XxX+), v=)y—X

Solucion.-
u—v 1 1
X = e
Se tiene que 2 | de donde el jacobiano J = 2 2/=_ Con el cambio realizado el
_u+tv 1 1] 2
YT 2 2
dominio se convierte en A = {(u, v)e[RZ/ u>v,u>-v, u<l}
h!
=
¥

[

X ™

La integral pues, queda:

1 u v I el A ol
lj duj e”dV:lJ‘u el du:e c J.udu=e © [uz]:):e ¢
2J, u 2Jo ) 2 0 4 4

10°) (Feb 2006 29

Invertir el orden de integracion en la siguiente integral:

JIN 7 ey)doe

Solucion.- Los limites de integracion establecen el recinto:

~1<x<1;0<y<+1-x", que es el semicirculo de radio unidad —3 0 !
representado en la figura adjunta. Puede también escribirse:

0<y<1; —4/1-y> <x<4J1-¥?

con lo que la integral quedaria:
toioy?
f(x,y)dxdy
s
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