Capitulo 3

DISTRIBUCION BINOMIAL Y
DISTRIBUCION NORMAL

3.1. Introduccion

Estudiaremos en este tema dos de las distribuciones de probabilidad mds importantes y que son
imprescindibles a la hora de adentrarnos en el estudio de la inferencia estadistica. La distribucién
binomial es uno de los primeros ejemplos de las llamadas distribuciones discretas (que sélo pueden
tomar un numero finito, o infinito numerable, de valores). Fue estudiada por Jakob Bernoulli (Suiza,
1654-1705), quién escribié el primer tratado importante sobre probabilidad, “Ars conjectandi” (El
arte de pronosticar). Los Bernoulli formaron una de las sagas de matematicos mas importantes de la
historia. La distribucién normal es un ejemplo de las distribuciones continuas, y aparece en multitud
de fenémenos sociales. Fue estudiada, entre otros, por J.K.F. Gauss (Alemania, 1777-1855), uno de los
mas famosos matematicos de la historia. La grifica de la distribucién normal en forma de campana se
denomina Campana de Gauss.

3.2. La distribucién binomial o de Bernoulli

La distribuciéon binomial estd asociada a experimentos del siguiente tipo:

- Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sélo la posibilidad de éxito o
fracaso.

- La obtencién de éxito o fracaso en cada ocasién es independiente de la obtencién de éxito o
fracaso en las demds ocasiones.

- La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasién.

Vedamoslo con un ejemplo

Tiramos un dado 7 veces y contamos el nimero de cincos que obtenemos. ;Cudl es la probabilidad
de obtener tres cincos?.

Este es un tipico ejemplo de distribucién binomial, pues estamos repitiendo 7 veces el experimento
de lanzar un dado. ;Cudl es nuestro éxito?.

Evidentemente, sacar un 5, que es en lo que nos fijamos.

El fracaso, por tanto, serd no sacar 5, sino sacar cualquier otro nimero.

. 1
Por tanto, Exito = E = “sacar un 57 = p(F) = 5

Fracaso = I = “no sacar un 5" = p(I') = 6

Para calcular la probabilidad que nos piden, fijémonos en que nos dicen que sacamos 3 cincos y
por lo tanto tenemos 3 éxitos y 4 fracasos, ;de cudntas maneras pueden darse estas posibilidades?.
Podriamos sacar 3 cincos en las 3 primeras tiradas y luego 4 tiradas sin sacar cinco, es decir: EEEFFFF

Pero también podriamos sacar EFEFFFE, es decir que en realidad estamos calculando de cudntas
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maneras se pueden ordenar 4 fracasos y 3 éxitos. Recordando las técnicas combinatorias, este problema
se reduce a calcular las permutaciones con elementos repetidos:
34 T8 7-6-5
T34 3201

= 3bformas
1 ,. 5
Y por tanto, como p(F) = 57 tengo 3 éxitos y p(F) = 67 tengo 4 fracasos:
L 5
p(tener 3 éxitos y 4 fracasos) =35-—-—-—-—.—.—. 5= 00781

1
Formalizando lo obtenido, en una variable binomial con 7 repeticiones y con probabilidad de éxito 5’

la probabilidad de obtener 3 éxitos es 0’0781, y lo expresariamos:
1
Bin (7; 6) ,entonces p(X = 3) = 00781

Como repetir este proceso serfa bastante penoso en la mayoria de los casos, lo mejor es recurrir a la
siguiente férmula que expresa la probabilidad de obtener cierto nimero de éxitos en una distribucién
binomial:

Definicién de distribucién binomial:

Si realizamos n veces un experimento en el que podemos obtener éxito, E, con probabilidad p y
fracaso, I, con probabilidad q (¢ = 1 — p), diremos que estamos ante una distribucién binomial de
pardmetros n y p, y lo representaremos por Bin(n;p). En este caso la probabilidad de obtener k éxitos
viene dada por:

p(X =k = (Z) phgnh

Nota:
Observar que las probabilidades de éxito y fracaso son complementarias, es decir, q = 1-py p =
1-q, por lo que basta saber una de ellas para calcular la otra.

Ejemplo:
1
Antes tenfamos Bin (7; 6) , ¥ querfamos calcular p(X=3) (obtener 3 éxitos). Aplicando la férmula:
N (1) [/5)\!
X=3) = A=) -{=) =00781
= (3) (6) (6)
Ejemplo:

Supongamos que la probabilidad de que una pareja tenga un hijo o una hija es igual. Calcular la
probabilidad de que una familia con 6 descendientes tenga 2 hijos.

En este caso Bxito = E = “tener hijo” y p(E) = 0°5.

Fracaso = I = “tener hija” y p(F) = 0’5.

Estamos por tanto ante una binomial Bin(6;0’5) y nos piden p(X=2).

Si aplicamos la férmula es:

p(X =2) = (2) (0'5)% - (0'5)* = 0'2344

Nota:

La eleccién de éxito o fracaso es subjetiva y queda a eleccién de la persona que resuelve el problema,
pero teniendo cuidado de plantear correctamente lo que se pide. En el caso concreto del ejemplo
anterior, si:

Exito = “tener hija”, como nos piden la probabilidad de que una familia con 6 hijos tenga 2 hijos,
si el éxito es tener hija hemos de plantearnos cudl es la probabilidad de tener 4 éxitos (4 hijas), es
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decir:

p(X =4) = (6) (0'5)* - (0'5)? = 0'2344

Evidentemente sale lo mismo, pero hay que ser consecuente a la hora de elegir el éxito y el fracaso y
la pregunta que nos hagan.

3.2.1. El uso de las tablas de la distribucién binomial

La distribucién binomial se encuentra tabulada por lo que es ficil calcular probabilidades sin
necesidad de hacer demasiadas cuentas. Para usar las tablas de la distribucién binomial es necesario
conocer:

- El nimero de veces que se realiza el experimento (n).

- La probabilidad de éxito (p).

- El nimero de éxitos (k).

La probabilidad p se busca en la primera fila (valores desde 0’01 hasta 0’5).

El nimero de veces que se realiza el experimento, en la primera columna (valores desde 2 a 10) y
el nimero de éxitos a su lado.

Por ejemplo en el caso anterior, Bin (6;0’5) , p(X=2), la columna p=0’5 es la iltima, y cuando
n=6 y k=2 encontramos 0’2344, el valor que habfamos calculado.

Nota importante: El caso en que p > 0’5, no se encuentra tabulado.

La razon es bien sencilla. Si p > 0’5, entonces ¢ < 0’5 y basta intercambiar los papeles de éxito y
fracaso para que podamos utilizar la tabla.

Ejemplo:

La probabilidad de que un alumno de 2° de Bachillerato apruebe las Matematicas es de 0°7. Si
consideramos un grupo de 8 alumnos, jcudl es la probabilidad de que cinco de ellos aprueben las
Matematicas?.

Si éxito = “aprobar” y fracaso = “suspender”, entonces p = 0’7y q = 0°3.

Tenemos, por tanto, una Bin(8;0°7).

Nos piden calcular p(X=5), que no se puede calcular mediante las tablas porque p = 0’7 y sélo
tenemos hasta p = 0’5. Por tantosi intercambiamos éxito = “suspender” y fracaso =“aprobar” entonces
p = 0’3, q = 0’7, es decir la nueva binomial es Bin(8;0’3) y nos piden que aprueben 5 de 8, es decir
que suspendan 3 de 8 o lo que es lo mismo, que tengamos 3 éxitos, p(X=3), y buscando en la tabla es
p(X=3) = 02541.

También, desde luego podriamos haber utilizado la férmula desde el principio, utilizar la Bin(8;0°7)
v olvidarnos de tablas para hacer:

p(X =5) = (i) (0'7)% - (0'3)® = 0'254

3.2.2. Probabilidades acumuladas

Es posible que nos pidan no sélo la probabilidad de que ocurran un cierto nimero de éxitos en
concreto, sino que ocurran como mucho “k” éxitos o preguntas similares. En el ejemplo anterior, por
ejemplo, podrian pedirnos:

a) {Cudl es la probabilidad de que aprueben como mucho 2 alumnos?.

Si éxito = aprobar y fracaso = suspender, p= 0’7 y q = 0’3, entonces nos piden p(X < 2). En
este caso, basta pensar en que para que aprueben 2 alumnos como mucho, puede que aprueben 2, 1 o
ninguno, es decir:

P(X <2) = p(X =0)+p(X =1) + p(X = 2) = 00001 + 00012 + 0’01 = 0'1013

(haz las cuentas)
b) ;Cual es la probabilidad de que aprueben entre 3 y 6 alumnos (inclusive)?.
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Del mismo modo:

PB <X <6)=p(X =3)+p(X =4)+p(X =5)+p(X =6) =
= 0'0467 4 0'1361 4 02541 + 02965 = 0'7334

Hemos de tener en cuenta que para la distribuciéon binomial, en las tablas sélo se admiten valores
hasta n=10 (10 repeticiones del experimento). Para valores de n > 10, inevitablemente hemos de
utilizar la férmula.

Ejemplo:

Los alumnos de cierta clase se encuentran en una proporcion del 67 % que estudian inglés y el resto
francés.

Tomamos una muestra de 15 alumnos de la clase, calcular:

a) Probabilidad de que al menos encontremos tres alumnos de inglés.

b) Probabilidad de que los 15 alumnos estudien inglés.

c¢) Probabilidad de que estudien inglés entre 7 y 10 alumnos.

Si éxito = estudiar inglés, p = 0°67 y fracaso = estudiar francés, q = 1-0°67 = 0°33. Manejamos
por tanto una Bin(15;0°67)

a) p(X >3) =p(X =3)+p(X =4) + p(X =5) +p(X =6) + ...+ p(X = 15).

Una opcién es calcular estas 13 probabilidades y sumarlas. Como hay que aplicar la férmula para
calcular cada una, la tarea se puede hacer bastante larga. Otra opcién, mas sencilla, es pasar al
complementario. El complementario de encontrar al menos 3 alumnos de inglés es encontrar como
mucho 2 alumnos de inglés, p(X < 2).

Es decir,

pPX23)=1-p(X <3)=1-pX <2)=1-(p(X =0)+p(X =1) +p(X =2))

y s6lo tenemos que calcular 3 probabilidades: p(X = 0) = 0, p(X=1) = 0°000001, p(X=2) = 0°000026
(jcompruébalo!).
Por lo cual,

p(X >3) =1— (040000001 + 0'000026) = 1 — 0'000027 = 0999973

b) p(X=15) = 0°0025 (aplica la férmula).
c)

p(T<X<10)=p(X=T)+p(X =8)+p(X =9)+p(X =10) =
= 00549 + 0'1114 4 0'1759 + 0'2142 = 0'5564.

3.2.3. Media y desviacidn tipica en una distribucién binomial

Aunque no se demostard, en una distribuciéon binomial Bin(n;p), el nimero esperado de éxitos o
media, viene dado por # = n - p. (Recordemos que la media es una medidad de centralizacion).
La desviacion tipica, ¢ , que es una medida de dispersién y mide lo alejados que estdn los datos

de la media, viene dada por ¢ = /n-p-q.
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3.3. La distribuciéon Normal

Al estudiar aspectos tan cotidianos como:

- Caracteres morfolégicos de individuos ( personas, animales, plantas) de una misma raza. como
tallas, pesos, envergaduras, etc.

- Caracteres fisioldgicos, como el efecto de una misma dosis de un firmaco, o de una misma cantidad
de abono.

- Caracteres sociolégicos, como el consumo de ciertos productos por individuos de un mismo grupo
humano.

- Caracteres psicolégicos, como el cociente intelectual, grado de adaptacién a un medio.

- Caracteres fisicos, como la resistencia a la rotura de ciertas piezas. ..

todos ellos tienen en comin que se distribuyen “normalmente”. ;Qué quiere decir esta expresion?.
Pués, por ejemplo, si hacemos una estadistica para conocer la altura de 1400 mujeres y representamos
los resultados en un diagrama de barras, obtenemos:
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Figura 3.1: Distribucién de estaturas de 1400 mujeres

Las graficas de este tipo son muy corrientes: Hay pocos individuos en los extremos y un aumento
paulatino hasta llegar a la parte central del recorrido, donde estd la mayoria de ellos.

Definicién: Diremos que una distribucién de probabilidad sigue una distribucion normal de media T
y desviacién tipica o,y lo representaremos por N (7; o) cuando la representacién grafica de su funcion
de densidad es una curva positiva continua, simétrica respecto a la media, de maximo en la media, y
que tiene 2 puntos de inflexién , situados a ambos lados de la media (7 — 0 y T 4 o respectivamente)
v a distancia de o ella, es decir de la forma:

T

T
g
ral

. . ., —. , . , _ 1
Figura 3.2: Distribucién normal N(7;0). El maximo estd en (7, m)
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Dependiendo de los valores que tomen T y o, la grifica de esta funcién puede ser mas o menos
alargada, achatada, etc..., pero en cualquier caso siempre tiene las mismas condiciones de simetria,
continuidad, etc resefiadas anteriormente.

El concepto de funciéon de densidad introducido anteriormente no se estudiara con profundidad.
Baste decir que la funcién de densidad determina la forma de cada distribucién de probabilidad. En
el caso de la distribucién normal de pardmetros T y o, dicha funcién viene dada por:

flo) =

T)= —— € 20
V27102

Propiedad:

El 4drea encerrada bajo la curva normal N (T; o) siempre es 1.

La demostracién de este resultado no es nada sencilla e implica el uso de resultados matematicos que
exceden el nivel de este curso.

De entre todas las curvas normales N (7;0), la més sencilla, usada y conocida es aquella que tiene
por media 0 y por desviacién tipica 1, N(0, 1).

Esta normal estandar se suele representar por Z.

La grafica de esta curva se denomina campana de Gauss y se puede observar en la figura:

Figura 3.3: Distribucién normal N (0;1). El méximo estd en (0, A=)

Su funcion de densidad sera:

[N

1 _a?
x) = ce” 2
Puesto que el drea bajo esta curva normal es 1, podemos definir una probabilidad de la siguiente
manera:

Para un valor cualquiera k, definimos la probabilidad de que la distribucién Z, N(0;1) , sea menor o
igual que k como:

p(Z < k)= “Area encerrada bajo la curva normal N(0,1) desde —co hasta k”

(es decir la parte rayada de la figura siguiente).

k

Figura 3.4: Area encerrada por la curva normal desde —oo hasta k

Ahora bien, ;como calcular dicha area?. Fécil: Dichas areas o probabilidades se encuentran tabu-
ladas.
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3.3.1. Uso de las tablas de la distribucién normal N(0;1)

La normal N(0;1) se encuentra tabulada, para valores a partir de 0 y hasta 3’99. Si por ejemplo
queremos calcular p(Z < 2'78), hemos de realizar los pasos:

1. Buscar la parte entera y las décimas en la primera columna (en este caso 27).
2. Buscar las centésimas en la primera fila (en este caso 8).

3. Enel punto comin ala fila y la columna que hemos encontrado, tenemos la probabilidad buscada,
en este caso 0°9973.

Por tanto p(Z < 2'78) = 0'9973.

Si queremos calcular una probabilidad de un valor mayor que 3’99, basta fijarse en que las proba-
bilidades correpondientes a valores tales como 3’62 y mayores ya valen 0’9999 (practicamente 1). Por
es0, para estos valores mayores que 3’99, diremos que la probabilidad es aproximadamente 1. Asf:

p(Z <562)~ 1

aunque no aparezca en la tabla.

Por otra parte, fijémonos en que en este tipo de distribuciones no tiene sentido plantearse probabili-
dades del tipo p(Z=k), ya que siempre valen 0, al no encerrar ningin area. Por tanto, si nos pidiesen
p(7Z=3"2), basta decir que p(Z=3"2)=0.

Este tipo de distribuciones en las cuales la probabilidad de tomar un valor concreto es o se de-
moniman distribuciones continuas, para diferenciarlas de otras en las que esto no ocurre, como por
ejemplo la binomial, que es una distribucion discreta.

Asi, al pasar al complementario, si tenemos Z > k, su complementario serd Z < k, pero como incluir
k no influye en la probabilidad,al calcular probabilidades podemos escribir:

pZ>k)=1-pZ<k)=1-p(Z<k)
Sélo se puede hacer esto en distribuciones continuas, en el caso de la binomial esto no se puede hacer

v hay que ser cuidadosos con el paso al complementario.

Ejercicio: Buscar en la tabla de la normal estandar N(0;1) las probabilidades:
a) p(Z < 1'15) b) p(Z < 0'5) c) p(Z < 0'82) d) p(Z < 1'05) e) p(Z < 4'27)
f) p(Z < 1809)

3.3.2. Caélculo de otras probabilidades

1. Si k es positivo y queremos calcular p(Z > k), es decir el drea rayada:

Figura 3.5: p(Z > k). Basta pasar al complementario

basta pasar al complementario, es decir: p(Z > k) =1 — p(Z < k) y esta dltima probabilidad ya
se encuentra tabulada.

Ejercicio: Calcular p(Z > 0'3) y p(Z > 2/07).
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2. Si k es positivo y queremos calcular p(Z < —k), es decir el area: por simetria, p(Z < —k) =

Figura 3.6: p(Z < —k).Las probabilidades de valores negativos no estan tabuladas

p(Z > k) y ésta se calcula como en el caso anterior. Se puede observar la igualdad de dreas en
la figura: Ejercicio: Calcular p(Z < —0'78) y p(Z < —3'2).

/ "\ S~ - H&L\

Figura 3.7: p(Z < —k) = p(Z > k). La simetria permite reducir este caso al anterior

3. Si k es positivo y queremos calcular p(Z > —k), es decir el area rayada:

Figura 3.8: p(Z > —k)

entonces, por simetria p(Z > —k) = p(Z < k):

//"_

_Fd__..-""--f Hi

—

Figura 3.9: p(Z > —k) = p(Z < k).La simetria permite reducir este caso al que ya estd tabulado

Ejercicio: Calcular p(Z > —0'96) y p(Z > —1'01).
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4. Probabilidades comprendidas entre dos valores,p(ky < 7 < k3) ,es decir el area rayada:

E, k,

Figura 3.10: p(k1 < Z < k3). Probabilidad comprendida entre dos valores
se calcula restando las dreas:
‘-x"“‘-._
. M . M
- S "0 S

1-;.! l"l

—_—

Figura 3.11: p(Z < k) en la primera imagen.p(Z < ki) en la segunda. Al restar obtenemos el 4rea
pedida.

Se quita la parte correspondiente a 7 < ky,p(Z < kg) — p(Z < ky).
Ejercicio: Calcular p(—0'96 < 7 < 1'49) y p(—1'32 < Z < —0'57).

Ejercicio: Calcular p(Z:2)7 p(Z < 2)7 p(Z > 2)7 p(Z < _2)7 p(Z > _2)7 p(_2 < Z < 2)7
p(0'81 < Z < 1'33).
3.3.3. Cailculo de probabilidades en normales N(7;0)

Si no tenemos una distribucién N(0;1), sino una N (T; o) cualquiera, jcémo calcular probabilidades,

si no tenemos tabla salvo para N(0;1)7. El siguiente resultado nos da la respuesta.

Propiedad:
X-7

Si X sigue una distribucién N (7;0) , entonces la variable Z = sigue una distribucién N(0,1).

o
(El paso de la variable X — N (7;0) a la Z — N(0;1) se denomina tipificacion de la variable X).

Ejemplo:
Las estaturas de 600 soldados se distribuyen de acuerdo a una distribucién normal de media 168
y desviacién tipica 8 cm. jCuantos soldados miden entre 166 y 170 cm?.

Sea X la distribucién de los soldados , X es una N(168,8). Nos piden p(166 < X < 170).
Utilizando el resultado anterior, primero restamos =168 en la desigualdad:

p(166 < X < 170) = p(166 — 168 < X — 168 < 170 — 168) = p(—2 < X — 168 < 2)

Y ahora dividimos entre ¢ = 8, con lo que acabamos de tipificar:

—2 X —168 2
p(166§X§170):p(—2§X—168§2):p(?§Tgg)
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X -1
Llamando a 768 = /7, ésta ya es normal N(0,1) y se encuentra en las tablas:

p(166 < X < 170) = p(—0'25 < Z < 0'25) = p(Z < 0'25) — p(Z < —0'25) =
= (tablas) = 0’5987 — 0’4013 = 0'1974.

(pues p(Z < —025) = p(Z > 0'25) = 1 — p(Z < 0'25) = 1 — 0’5987 = 0/4013).

Ejercicios: 1) En una distribuciéon N(22,5), calcula: p(X < 27),p(X > 27),p(X > 125), p(15 <
X <20), p(17 < X < 30).

2) Los pesos de 60 soldados siguen una distribucién N(67,5). Calcula la probabilidad de que el
peso sea:

a) mayor de 80 kg.

b) 50 kg. o menos

¢) menos de 60 kg.

d) 70 kg.

e) Entre 60 y 70 kg inclusive.

3.3.4. Otro uso de las tablas

Hasta ahora nos han dado la distribucién normal N(0;1) y nos pedian p(Z < k) siendo k un cierto
numero, y nos pedian calcular dicha probabilidad.

Ahora bien, otra pregunta puede ser: Dado que en una normal N(0;1) sabemos que p(Z < k) =
0’9573, ;quién es k?.

La resolucién es bien sencilla. Basta buscar 0’9573 dentro de la tabla de la distribucién normal, y
lo encontramos en el cruce de la fila 1’7 con la columna 2, y por lo tanto k debe ser 1’72.

Ejercicio: Calcular k si:

a) p(Z < k)= 0'8078.

b) p(Z > k) = 00028.

En caso de que el valor a buscar no aparezca directamente dentro de la tabla de la distribucién normal,
pueden ocurrir dos posibilidades:

a) Si el valor se encuentra entre dos valores de la tabla y a la misma distancia (aproximadamente)
de cada uno de ellos, por ejemplo: p(Z < k) = 7982. En este caso el valor buscado serd la media entre
los valores extremos.

Si buscamos en la tabla este valor no aparece directamente, sino que se encuentra entre los valores
0’7967 (que corresponde a 0’83) y 0'7996 (que corresponde a 0’84). Por tanto el valor de k sera:

_0'83 4084

= 0’835
2

k
b) Si el valor esta entre dos valores, pero muy cercano a uno de ellos, directamente tomamos este valor,
por ejemplo: p(Z < k) = 0'7970. El valor mas cercano es 0’9767 (que corresponde a 0’83) y como el
valor buscado estd muy cerca de él, entonces directamente k=0"83.

Si la distribucién no es normal N(0;1), sino N (7;0), tendremos que tipificar previamente.
Por ejemplo, si X sigue una normal N(6;3) y p(X < k) = 09082, calcula k.

Tipificando:
X—-6 k-6 k—6
P (T < T) = 09082 — p (Z < T) = 09082

Y buscando en la tabla,

k—6
T:l’SSik—6:3’99$k29’99

Ejercicios:
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1.

2.

Calcular k si p(X < k) = 06141 y X sigue una N(15,4).
De una variable normal N (7; o) se sabe que p(X < 7) = 09772y p(X < 6'5) = 0'8413. Calcular:

a) Tyo.
b) p(5'65 < X < 6'25)
¢) El nimero k tal que p(X > k) =03
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3.4. Relacion entre la distribucion binomial y la distribucién normal

Es un hecho comprobado que cuando tenemos una distribucién Bin(n;p), a medida que n crece, es
dificil hacer uso de las férmulas y/o tablas.

Por ejemplo, tiramos un dado 100 veces, calcular la probabilidad de obtener entre 20 y 33 cin-
cos(inclusive).

C . . 5
Si éxito = obtener cinco entonces p = G y fracaso = no obtener cincoy ¢ = —.

6
1
Tenemos una Bin (100; 8), y nos piden p(20 < X < 33).

Es inviable aplicar las tablas (pues repetimos el experimento 100 veces) y tampoco la férmula pues
es inviable calcular, por ejemplo,

100\ (1\** [5\%
X =32) = A=) (2
p= (32) (6) (6)
. Cémo resolver el problema?. Del siguiente modo:

Teorema Central del Limite:

La distribucién binomial Bin(n;p) se aproxima a una curva normal de media T = n - p y desviacién
tipica ¢ = \/n - p- ¢, cuando n tiende a oo, es decir, cuando n se hace muy grande.

La aproximacién se puede aplicar (es una buena aproximacién) sélo si n es grande, en concreto n > 30
y ademds n-p > 5y n-g > 5. Sino se cumplen estas condiciones NO podemos aproximar la binomial
que tengamos por una distribuciéon normal.

En caso de que podamos aproximar, debemos tener en cuenta que estamos pasando de una variable
discreta (binomial) a una continua (normal), y por tanto son distribuciones diferentes. El “precio” que
hay que pagar por pasar de una a otra se denomina “correccion por contuidad” y consiste en hacer
determinados ajustes para que la aproximacion realizada sea lo mas precisa posible.

Asi, si nos piden p(X=k) en una distribucién binomial X, y aproximamos X por una distribucién normal
Y, no podemos calcular directamente p(Y=k) porque, como ya se ha comentado anteriormente, en
una distribucién continua todas estas probabilidades valen 0. La correccién por continuidad consiste
en tomar un pequeno intervalo de longitud 1 alrededor del punto k.

De otro modo, si nos piden p(X=k) con X binomial, con la aproximacién normal Y deberemos
calcular p(k — 0’5 <Y < k+0'5).

Del mismo modo se razona en el caso de probabilidades acumuladas en la binomial. Algunos
ejemplos:

Si nos piden p(X < k) con X binomial, aproximando por Y normal calcularemos p(Y < k—0'5). La
explicaciéon de que haya que restar 0’5 y no sumarlo es que queremos que X sea menor estrictamente
que k, con lo cudl, si sumase 0’5 , el propio k apareceria en la probabilidad a calcular y NO debe
aparecer.

Por contra, si debiésemos calcular p(X < k), con X binomial, fijémonos que ahora k ST est4 incluido
en la probabilidad y por tanto al aproximar por la normal Y deberfamos calcular p(Y < k4 0'5).

Comprender estos dos hechos es fundamental para realizar bien la correcién por continuidad al
aproximar una distribucién binomial por una normal.

1
En el caso anterior,z = n-p = % =166Tyo=\/n-p-q= % = 3/73. De modo que, como

n>30,n-p=1667> 5y ng=_8333> 5, se pude aproximar la binomial por la normal, es decir:

1
X — Bin (100; 6) ~Y — N(16'67;3'73)
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Entonces:

195 — 1667 _ Y — 1667 _ 33'5 — 16/67
20-05<Y <33405) = < < =
M SY S33405) =p ( 373 373 - 373 )

=p(0'89 < Z < 4'51) = p(Z < 4'51) — p(Z < 0'89) ~ 1 — (/8133 = 0'1867

Notemos que en el paso senalado por (*) hemos cambiado X(binomial) por Y(normal) y se ha realizado

la correccién por continuidad.
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3.5.

10.

11.

EJERCICIOS

En una distribucién Bin(10;0’2), calcula p(X=3), p(X <2), p(X > 2), T, 0.

En un proceso de fabricacion de tornillos se sabe que el 2% son defectuosos.Los empaquetamos
en cajas de 50 tornillos. Calcula la probabilidad de que en una caja haya:

a) Ningin tornillo defectuoso.

b) Exactamente un tornillo defectuoso.

¢) Més de dos tornillos defectuosos.

En una mano de pdker se dan, a cada jugador 5 cartas y nos preguntamos por la probabilidad

de que un jugador tenga k figuras (k=0,1,2,3,4,5). ;Por qué no se trata de una distribucién
binomial?.

Una urna contiene 40 bolas blancas y 60 bolas negras. Sacamos 8 veces una bola, devolviéndola,
cada vez, a la urna. ;{Cudl es la probabilidad de que 5 sean blancas?.

Si repetimos 10 veces la experiencia, ;Cudnto vale la media y la desviacién tipica?.

En un test de 100 preguntas hay 4 opciones de respuesta , de las que hay que seleccionar una.

Si se responde totalmente al azar, ;cudl es el nimero esperado de respuestas correctas?. ;Cual
es la desviacion tipica?.

Si para aprobar hace falta tener bien 60 preguntas, ;jqué probabilidad tenemos de aprobar?.
Un examen tipo test consta de 10 preguntas,cada una con 4 respuestas, sélo una de las cudles
es correcta. Un alumno contesta al azar.

i Cudl es la probabilidad de que conteste correctamente més de 3 preguntas?.

;Cudl es la de que conteste mal a todas?.

Una urna contiene 3 bolas rojas y 7 verdes. Se saca una al azar, se anota el color y se vuelve a
meter; y se realiza 5 veces esta experiencia. Calcula la probabilidad de obtener:

a) tres rojas

b) menos de tres rojas

¢) mas de tres rojas

d) alguna roja.

En un proceso de fabricacién de motores para coches, y antes de la revisién previa a la venta,

la probabilidad de que un motor tenga algin defecto es de 0’05. Entre 4 motores sin revisar,
calcula la probabilidad de que:

a) no haya ninguna defectuoso.
b) haya alguno defectuoso.
¢) haya mas de uno defectuoso.

El 11 % de los billetes de la loterfa reciben algin tipo de premio. En una familia se juegan 46
nimeros. ;Cudl es la probabilidad de que se obtenga premio en al menos 3 de ellos?.

De los alumnos que cierto centro de ensenanza presenta al examen de acceso a la universidad
cada ano, suele aprobar el 95 %. Si este curso van a presentarse 240 alumnos, jcuantos aprobardn
por término medio aproximadamente?. ;Cudl es la desviacién tipica?.

Si la probabilidad de que un cierto modelo de secador de pelo sea defectuoso es del 5 %, ; Cudntos
habrad defectuosos, por término medio, en un lote de 1000 secadores?. ;Cudl es la desviacion
tipica?.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

;Cudl es la probabilidad de obtener 5 caras lanzando 11 veces una moneda?.;Cudntas caras se
obtienen por término medio?. ;Cudl es la probabilidad de obtener mas de 2 caras pero menos
de 67. ;Cudl es la desviacién tipica?.

La probabilidad de que cierto golfista haga hoyo a una distancia de 17 metros es de 0°2. Si
lo intenta 5 veces, jcudl es la probabilidad de que no acierte ninguna vez?.; Y de que acierte
alguna?. Calcula la media y la desviacién tipica.

En una distribucién N(0;1), calcula: p(Z < 1'83), p(—1'5 < Z < 3'71), p(Z < 11),p(Z < 4'27),
p(1'5 < Z < 2'5) jp(Z=1"6),p(=2"71 < Z < —1'83), p(1'3 < Z < 2'2).

En una distribucién N(43;10), calcula p(X > 43), p(40 < X < 55),p(30 < X < 40).
Supongamos que la variable que expresa el tiempo (en meses) que tarda en salir el primer diente
de los ninos es N(775;175). Calcula la probabilidad de que a un nino le salgan los dientes:

a) Habiendo cumplido ya un ano.

b) Antes de los 5 meses.

¢) Con 7 meses.

d) Antes de cumplir el primer mes.

e) Después de haber cumplido 6 meses.

En el proceso de fabricacion de unas piezas intervienen dos médquinas: la maquina A produce un
taladro cilindrico y la maquina B secciona las piezas con un grosor determinado. Ambos procesos

son independientes. El didmetro del taladro producido por a , en mm. es una N(23,0’5). El grosor
producido por B en mm. es una N(1175,04).

a) Calcula qué porcentaje de piezas tienen una taladro comprendido entre 20’5 y 24 mm.
b) Encuentra el porcentaje de piezas que tienen un grosor entre 10’5 y 12’7 mm.
¢) Suponiendo que sélo son validas las piezas cuyas medidas son las dadas en los apartados

anteriores, calcula qué porcentaje de piezas aceptables se consiguen.

La calificacién media en un cierto examen fue 6’5 y la desviacién tipica 1’6. Si el profesor va a
calificar con sobresaliente al 10 % de la clase, ;a partir de qué nota se consigue?.

Un test de sensibilidad musical da resultados que se distribuyen N(65,18). Se quiere hacer un
baremo por el cual, acada persona, junto con la puntuaciéon obtenida, se le asigna uno de los
siguientes comentarios:

* Duro de oido

* Poco sensible a la misica

* Normal

* Sensible a la misica

* Extraordinariamente sensible a la misica

de modo que haya , respectivamente, en cada uno de los grupos un 10 %,35 %,30 %,20 %, y un 5%
del total de individuos observados. ;En qué puntuaciones pondrias los limites entre los distintos
grupos?.

El 2% de los tornillos fabricados por una méquina presentan defectos. Si tenemos un lote de 200
tornillos, ;cudl es la probabilidad de que haya mas de 50 defectuosos?.

Para cada una de las siguientes distribuciones binomiales, indica si se pueden aproximar a una
normal o no.En caso negativo, explica por qué y en caso afirmativo, determina a qué distribucién
normal se aproximan, calculando su media y desviacion tipica.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

a) Bin(2;073)
b) Bin(40,0°05)

¢) Bin(50;0’4)

d) Bin(10,072)

e) Bin(35,075)

Si lanzamos un dado 1000 veces, ;cudl es la probabilidad de que el nimero de treses obtenidos
sea menor que 1007.

La probabilidad de que una copa de cristal se rompa cuando la transportamos es del 1%. Si se
transportan 1000 copas, jcudl es el n® esperado de roturas?;y la desviacién tipica?.;Cudl es la
probabilidad de que se rompan 20 copas 0 mas?.

En una bolsa hay 2000 bolas, 1000 blancas y 1000 negras. Si sacamos 30 bolas, jcudl es la
probabilidad de que las 10 sean blancas?.;Y la de que al menos 7 sean blancas?.

Una plantacién estd infectada por unos escarabajos, y se estima que hay 1000000 de estos
animalillos. Se rocia la plantacién con un insecticida que se espera que acabe con el 80% de
los bichos.;Cual es la probabilidad de que sobrevivan 500000 escarabajos o més?. ;Y la de
que sobrevivan mas de 300000 escarabajos?.;Y la de que sobrevivan entre 100000 y 200000
escarabajos?.

Si el 15% de los espanoles son hinchas de algin equipo de fitbol y se pregunta a 7 espanoles
elegidos al azar si lo son, calcula la probabilidad de que contesten si:

a) Tres

b) Un maximo de dos

¢) Al menos tres.

Supongamos que en Castilla-Ledn el 25 % de los aficionados al fitbol son hinchas del Valladolid.
Elegidos 7 aficionados al azar, calcula la probabilidad de que sean del Valladolid:

a) Dos

b) Entre 3 y 5 (inclusive).

Supongamos que el porcentaje de alumnos universitarios que terminan su licenciatura en los
anos previstos es del 35%. Si se toman 8 licenciados al azar, jcudl es la probabilidad de que al
menos dos de ellos hayan terminado sus estudios en los afios previstos?.

La probabilidad de que un jugador de baloncesto meta una canasta de 3 puntos es 0°25.

a) Si efectia nueve lanzamientos de tres puntos, jcudl es la probabilidad de que meta al menos
dos? ;Y de que falle 67

b) ;Cudntos lanzamientos tiene que realizar para que la probabilidad de meter al menos una
canasta sea mayor que (0’87.

Un examen consta de 8 preguntas, con tres respuestas posibles cada una, de las que sélo una es
correcta. Si se responde al azar, cudl es la probabilidad de:

a) Acertar 4 preguntas

b) No acertar ninguna

¢) Acertar al menos 2.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

6
Para una moneda trucada, la probabilidad de sacar cara es de I Si se lanza 7 veces, calcular
la probabilidad de:

a) Sacar b caras

b) Sacar al menos una cruz.

La probabilidad de que un tirador haga blanco de un disparo es 0’6. Si efectiia 6 disparos, halla
la probabilidad de que haga:

a) Seis blancos

b) Un minimo de 4 blancos

c) Si efectia 60 disparos, calcula la media y la desviacién tipica del nimero de blancos conse-
guidos.

1
La probabilidad de acertar un nimero en el juego de la ruleta es de 37

a) Si apostamos seis veces a un mismo nimero, jcual es la probabilidad de acertar al menos una
?
vez?

b) ;Cudntas veces habria que apostar al mismo nimero para que la probabilidad de ganar al

menos una vez sea mayor que 0’57

En una partida de disquetes para ordenador se detecta que el 20% estdn defectuosos. Para
vender esos disquetes se ofertan 8 al precio de 5. jHasta qué punto es interesante comprar esos
disquetes?.

Si una empresa compra 1000 disquetes, ;cudnto debe pagar y cudantos cabe esperar que sean
defectuosos?.

;i Qué es mas facil, tirar 7 monedas y sacar 6 caras o tirar dos dados y sacar dos seises?.

Para una variable N(0;1) calcula las probabilidades:

a) p(—1 <7 <1)

b) p(-2 < Z < 2)

c) p(Z < —1'65)

Si las estaturas de las chicas europeas de 18 anos tiene una distribucion N(165;7) y elegimos una
al azar, calcula la probabilidad de que su estatura sea:

a) Menor que 172 cm

b) Entre 165 y 172 cm

¢) Superior a 193 cm

Supongamos que la probabilidad de que un hombre sea calvo es p=0’2. Si en una reunién hay
50 hombres, calcula la probabilidad de que:

a) Menos de 16 de ellos sean calvos

b) 16 sean calvos

¢) Més de 20 sean calvos

d) 4 sean calvos

Supongamos que el didmetro de las aceitunas rellenas de anchoa varia entre 15 y 17 mm. Debido
a al sequia del iltimo afio, la produccién de aceituna verde se ha distribuido segin una normal de

media 15’5 mm. y desviacién tipica 1’2 mm. ;Qué porcentaje de aceitunas podra ser aprovechado
para rellenar de anchoa?
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

En una variable normal, X, de media 20 y desviacién tipica 4, calcula el valor de t para que
p(X <t)=03

El cociente intelectual (C.1.) de los alumnos de una universidad se distribuye normalmente con
media 115 y desviacién tipica 12. Se consideran brillantes y superdotados a aquellos alumnos
cuyo C.I. es igual o superior a 139 y 145 respectivamente. Calcula:

a) La probabilidad de que un alumno sea brillante.
b) Sea superdotado.
¢) Si en la universidad estudian 10.000 alumnos, jcudntos brillantes y cudntos superdotados hay

entre ellos?

El examen de unas oposiciones consta de 200 preguntas tipo test, con 4 respuestas posibles cada
una, de las cudles sélo una es correcta. Si un opositor responde al azar, calcula la probabilidad
que tiene de:

a) Aprobar el examen si para ello debe acertar un minimo de 120 preguntas.

b) Contestar correctamente entre 40 y 70 preguntas.

Supongamos que el 40% de los menores de 25 afios estd en paro. Si tomamos una muestra de
200 de ellos, calcula la probabilidad de que el nimero de parados

a) coincida con la media

b) sea inferior a la media.

El perimetro craneal de los hombres en una ciudad es una N(60;2) medido en cm.

a) ;Qué perimetro craneal debe tener un hombre para que el 16’6 %de sus paisanos “tengan mas
cabeza que é1”7.

b) .Y cudnto para que el 352 % tenga menos?.
Para aprobar unas oposiciones se necesita obtener 100 puntos o mas en el examen. Por expe-

riencias anteriores, se sabe que la distribucion de los puntos obtenidos por los opositores es una
normal de media 110 puntos y desviacion tipica 15 puntos. Halla:

a) ;{Qué probabilidad hay de que un opositor apruebe?

b) Si hay 1000 opositores y sélo 300 plazas. jcudntos puntos se deberd exigir para ajustar el
numero de plazas al nimero de opositores aprobados?.

Un examen tiene 100 preguntas de tipo verdadero-falso. El examen se aprueba con 60 preguntas
correctas al menos. Si un alumno contesta al azar, calcula la probabilidad de que:

a) Apruebe el examen

b) Conteste bien entre 55 y 65 preguntas (inclusive).



