Capitulo 5

TEST DE HIPOTESIS

5.1. Introduccion

En este tema trataremos el importante aspecto de la toma de decisiones, referida a decidir si un
valor obtenido a partir de la muestra es probable que pertenezca a la poblacion.

En general, la media (o proporcién) en una muestra suele ser distinta a la media de la poblacion,
de la cual se extrae la muestra. Lo normal suele ser que tal diferencia entre la media muestral y
poblacional sea pequena y debida al azar, pero podria suceder que dicha diferencia no esté justificada
por el azar y se deba a un cambio en la poblacién, y debamos modificar los datos que conocemos
previamente.

Ejemplos:

a) Hace algunos anos, la media de estatura de los espafioles adultos varones era de 170 cm y su
desviacion tipica 9 cm. Pasado el tiempo, un muestreo realizado a 36 adultos da una medida de 172
cm. ;Puede afirmarse que esa diferencia de 2 cm es debida al azar o realmente la estatura media ha
aumentado?.

b) Supongamos que, respecto a una determinada ley, el 52% de los ciudadanos estd en contra.
Pasado el tiempo, una encuesta realizada a 400 personas indica que los ciudadanos en contra han
descendido hasta el 49%.;Ha cambiado realmente la opinién piblica o tal resultado es debido al
azar?.

¢) El porcentaje de aprobados en las PAU en un determinado distritouniversitario ha sido del 82 %.
En una ciudad de ese distrito, el porcentaje de aprobados fue del 86 %. ;Puede afirmarse con un nivel
de confianza del 90 % que los resultados en esa ciudad son superiores a la media?.

Los métodos de decision estadistica estan ligados a los de estimacién de pardmetros mediante los
intervalos de confianza, aunque también apareceran otros nuevos conceptos.

5.2. Hipotesis estadisticas

Trataremos de utilizar los datos obtenidos en una muestra para tomar decisiones sobre la poblacion.
Para ello, debemos realizar ciertos supuestos o conjeturas sobre las poblaciones. Estos supuestos, que
pueden ser o no ciertos,se llaman hipdtesis estadisticas.

Podemos, entonces, definir el test de hipdtesis o contraste de hipotesis como el procedimiento
estadistico mediante el cudl se investiga la verdad o falsedad de una hipétesis acerca de una poblacién
o poblaciones.

Dichas hipdtesis se formularan sobre la media poblacional p o la proporcién poblacional p.

Llamaremos hipdtesis nula, y se representa por Hg, a la hipotesis que se formula y por tanto se quiere
contrastar o rechazar, e hipdtesis alternativa, y se representa por Hy, a cualquier otra hipdtesis que sea
diferente de la formulada, y que sea contraria a Hg, es decir, de forma que la aceptacién de la hipdtesis
nula Hg implica el rechazo de la alternativa Hy y viceversa, el rechazo de Hy implica la aceptacion de
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Hy.

En un problema de contraste de hipdtesis, pues, siempre tiene que formularse una hipotesis nula Hy,
v ha de ir acompanada de una alternativa, Hy que es la que aspira a desplazar a la nula.

Ejemplo: Un investigador afirma que la temperatura del cuerpo humano en un adulto sano se distri-
buye segin una normal de media p = 37° C y desviacién tipica o = 0'9° C. Formular la hipdtesis
nula y la hipdtesis alternativa

A la vista de los datos, el investigador afirma que la temperatura media del cuerpo humano es 37°,
es decir la hipdtesis o conjetura que formula es:

Hy =37 (hipétesis nula)

Como hipétesis alternativa, hemos de tomar aquella contraria a esta, que la media sea distinta de 37°
C, es decir:
H; # 37 (hipétesis alternativa)

Si la hipétesis nula fuese del tipo g > k la hipdtesis alternativas serfa:p < k.

5.3. Errores

Hay ocasiones en que la hipdtesis nula, Hg, es cierta, pero a la vista de la muestra tengamos que
rechazarla. En tal caso, estamos cometiendo un error.

El error que consiste en rechazar la hipotesis nula cuando ésta es verdadera, se denomina error de
tipo I

Otro tipo de error puede ocurrir cuando, siendo Hy falsa, las evidencias de la muestra, sin embargo,
nos lleven a aceptarla.

Este error, cometido al aceptar cuando ésta es falsa, se denomina error de tipo II. Resumiendo:

Situacién
Hy verdadera H, verdadera (Hj falsa)
Mantener Hg Decision correcta Decision incorrecta:
Probabilidad=1 — « ERROR DE TIPO II
Decisién Probabilidad=0
Rechazar Hy  Decision incorrecta: Decision correcta
ERROR DE TIPO 1 Probabilidad=1 —

Probabilidad=«a

donde « es el nivel de significacién y 1 — « es el nivel de confianza.
Con esta notacién y utilizando probabilidades condicionadas:

a = p (Rechazar Hy/Hpes cierta) = p(Error de tipo I)

a = p (Aceptar Hy/Hges cierta)

Por otra parte:
B = p(Aceptar Ho/Hges falsa) = p(Error de tipo II)

1 — 3 = p (Rechazar Hy/Hges falsa)

A la probabilidad 1 — 3 se le denomina potencia del contraste.
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5.4. Region critica y regioén de aceptacién

Sabemos ya formular la hipétesis nula y la hipdtesis alternativa. Lo que necesitamos ahora es
un criterio para saber si debemos aceptar una u otra, es decir, jcon cudl de las dos hipdtesis nos
quedamos?.

Al tener ya formulada la hipdtesis nula, es necesario que las evidencias sean muy fuertes para
rechazarla; es decir, puede que haya cambios debidos al azar, en cuyo caso el cambio no es significativo,
v no cambiamos , pero puede que los cambios sean debidos a otras causas. En este dltimo caso es cuando
el cambio es significativo y rechazaremos.

Por lo tanto, lo primero que debemos hacer es fijar un cierto intervalo dentro del cual es normal
que haya cambios, es decir, una regién tal que si el parametro se mantiene en dicho intervalo, nos
seguimos quedando con Hy, pues esas pequenas variaciones son debidas al azar. Ese intervalo o region
se denomina regién de aceptacion, y serd mayor o menor dependiendo del nivel de confianza que
precisemos, 1 — a.

La regién que quede fuera de la region de aceptacién indica que en este caso los cambios no se
pueden atribuir al azar, y por tanto hemos de rechazar Hy y aceptar Hy. Tal region se llama region
critica o de rechazo.

Llegados a este punto, hemos de distinguir entre dos tipos de contraste o test, que determinan la
region de aceptacién y la region de rechazo.

1. Contraste bilateral (o de dos colas): En este caso la regién de rechazo o regién critica
estd formada por dos conjuntos de puntos disjuntos. Dicho caso se presenta cuando la hipdtesis
nula es del tipo Ho : =k (o bien Hy : p = k) y la hipétesis alternativa, por tanto, es del tipo
Hy:p#k (obien Hy : p# k).

La regién critica para un cierto nivel « serfa, en la N(0;1):

L
z

I,
T T
Figura 5.1: El intervalo (—z%, z%) es la Regién de Aceptacién. La regién no sombreada es la Region
critica, formada por dos partes o colas.

Fijémonos en que el nivel de significacion « se concentra en dos partes (o colas) simétricas
respecto de la media.

La regién de aceptacion en este caso no es mas que el correspondiente intervalo de probabilidad
para p o p, es decir:

(p_zg. 2t u)

n

o bien:

Las correspondientes regiones criticas seran:

g g
(For=se 7)o (v o)

P p-q
(—oo,p—z%- T)U (p—l—z%- T,oo)

o bien

[
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2. Contraste unilateral (o de una cola): En este caso la regién critica esta formada por un
sélo conjunto de puntos.

Como se observa en las figuras, el nivel de significacién « se concentra sélo en una parte o cola.

Este caso se presenta cuando la hipdtesis nula es del tipo Hy : o > k (o bien Hy : p > k) v la
hipdtesis alternativa, por tanto, es del tipo Hy : pp < k (o bien Hy : p < k).(También si aparece
<)

A nivel de confianza 1 — «, las regiones serian, en la N(0;1):

a) Unilateral por la derecha:

Figura 5.2: El intervalo (—o0, z,) es la Regién de Aceptacién. La regién no sombreada es la Region
critica, formada por una partes o cola. El nivel « se concentra ahi.

La regién de aceptacién en este caso sera:

g

(—OO,p—I— Zo M)
n

Las correspondientes regiones criticas seran:

e o)

(p‘|’zoz' uvoo>
v n

o bien:

o bien

b) Unilateral por la izquierda:

Figura 5.3: El intervalo (z,,00) es la Regién de Aceptacion. La region no sombreada es la Region
critica, formada por una partes o cola. El nivel « se concentra ahi.

La regién de aceptacién en este caso sera:

(- )

ElN
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(om0
P— 2 0
n

Las correspondientes regiones criticas seran:

Q-

pP-q
— 0, P — %o T

o bien

o bien:

En todos los casos, conociendo el nivel de confianza 1 — «, tendremos que determinar el valor z2
(para contrastes bilaterales) o bien z, (para contrastes unilaterales), que separa las regiones de rechazo
y aceptacion.

Algunos de estos valores mds comunes se dan en la tabla adjunta, que en los bilaterales son los
mismos que para intervalos de confianza o probabilidad, ya vistos con anterioridad:

Ao P Ao o N

-1'843 0 1’545 =196 2574 2574

0’30 \\\_ 095 [T 0’99 —_

o 1'Z8 1] 1’845 1] 253

Figura 5.4: Valores mds comunes para contrastes bilaterales y unilaterales derechos. Los correspon-
dientes para los unilaterales izquierdos son negativos.

5.5. Etapas de la prueba de hipdtesis

Los procedimientos seguidos en las pruebas de hipdtesis correspondientes a las situaciones de
decision estadistica se encuentran totalmente prefijados y se llevan a cabo en una serie de etapas que
facilitan su comprensién, y que son:

1. Enunciar la hipotesis nula Hy y la alternativa Hj.
Deben ser excluyentes entre si. Analizar, una vez enunciadas, si el contraste es bilateral o unila-

teral (Es bilateral si la hipétesis alternativa es del tipo # y unilateral si es del tipo > o <).

2. Determinar el valor za (para contrastes bilaterales) o bien z, (para contrastes unilaterales),
que separa las regiones de rechazo y aceptacién, a partir del nivel de confianza 1 — o o el de
significacién a.
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3. Determinar la distribucién que sigue el pardmetro muestral (Z o p) y en base a ella y al valor
obtenido en la etapa anterior, escribir las correspondientes regiones de aceptacién y rechazo.

4. Calcular el estadistico usado en la prueba (en nuestro caso, calcular media muestral T o propor-
cién muestral p, a partir de la muestra).

5. Aplicar el tezt,es decir, dependiendo de si el estadistico cae en la regién de aceptacién o de
rechazo, tomar la decision de acpetar una de las dos hipotesis.

A continuacion se ofrecen algunos ejemplos de problemas de test de hipdtesis:

1. La vida media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos por una empresa es de
1570 horas, una desviacion tipica de 120 horas. Si es la vida media media de los tubos de dicha
empresa, jse puede afirmar a nivel de significacién 0’05 que la duracién media de los tubos es
de 1600 horas?.

Determinar los errores de tipo I y 11

Etapa 1: Queremos saber si la duraciéon media de los tubos es de 1600 horas, es decir, que nuestra
hipétesis nula es Hg : 1o = 1600.

Por lo tanto, la hipdtesis alternativa serda que la duracién no sea de 1600 horas, es decir, la
hipétesis alternativa es Hy : p # 1600.

Por tanto estamos ante un contraste bilateral.

Etapa 2: A nivel de significacion o« = 005 —= 1 — o = 0795, y realizando el dibujo habitual
(hacer como ejercicio), obtenemos que Za = 200025 = 1'96.

Etapa 3: Determinemos la distribucién de la media muestral, Z, teniendo en cuente que como la
desviacion tipica de la poblacién no la conocemos, tomamos la muestral, que es s = 120, y por
tanto sabemos que la media muestral sigue una normal:

120
N 1600; — ) = N(1600; 12
( \/100) ( )

Por tanto la regién de aceptacion serd el intervalo de probabilidad:

120 120
1600 — —, 1600 + —) = (1600 — 1’96 - 12,1600 + 196 - 12) = (157648, 1623’52
( v/ 100 /100 ( )= )

De modo que, Region de Aceptacion:(1576’48,1623°52)
Regién de Rechazo: (—oo, 157648) U (1623'52, o0)
Etapa 4: En la muestra se ha obtenido que T = 1570.

Etapa 5: Para aplicar el test, simplemente hemos de comprobar si el valor de esta dentro de la
region de aceptacién o de la de rehazo.

Como en este caso se observa que
1570 ¢ (157648, 1623'52)

es decir, 1570 no estd en la regién de aceptacidn, sino en la de rechazo.
Por tanto, hemos de rechazar que la media es 1600 (hipdtesis nula) y aceptar la alternativa.

A este nivel de confianza no se puede afirmar que la duracion media de los tubos sea de 1600
horas.

En cuanto a los errores:
Error de tipo I es afirmar que la duracién media no es de 1600 horas cuando en realidad si lo es.

Error de tipo Il es afirmar que la duraciéon media es de 1600 horas cuando en realidad no lo es.
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2. Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fabrica, concluyé que el tiempo medio de duracién
de un empleo en la misma era de 6’5 afios con una desviacion tipica de 4. ;Sirve esta afirmacion
para aceptar, con un nivel de significacién del 5 %, que el tiempo medio de empleo en esa fibrica
es menor o igual que 67 Justificar adecuadamente la respuesta.

El enunciado no puede ser més claro a la hora de determinar las hipdtesis nula y alternativa.
Queremos comprobar si el tiempo medio de empleo en esa fibrica es menor o igual que 6, luego
la hipdtesis alternativa serd que dicho tiempo medio de empleo sea MAYOR que 6, es decir:

Hy:ppn <6
o simplemente Hg : pt = 6 (lo que queremos comprobar) frente a:

Hy: >0
Es claramente un contraste unilateral. La regién de aceptacion serd

-

puesto que aceptamos todos los valores menores que un cierto tope. Notemos que concemos el
valor de s (en la muestra) y no el de o, pero eso no inluye en la férmula. La region de rechazo,

(o)

Para calcular el nivel z, = zgg5, y por tanto zgigs = 1'645. Asi pues, la regién de aceptacidon es,

por tanto, es:

puesto que =6, s =4 y n = 64, resulta ser, aproximadamente:

(—o00, 6'8225)
Y la region critica:
(6’8225, c0)
Como en la muestra resulta que T = 6’5, que pertenece a la regién de aceptacién, es decir,

aceptamos la hipdtesis nula, la media es de 6 afos, al 95% de confianza.

3. Un investigador, utilizando informacién de anteriores comicios, sostiene que, en una determinada
zona, el nivel de abstencién en las préximas elecciones es del 40 % como minimo. Se elige una
muestra aleatoria de 200 individuos para los que se concluye que 75 estarfan dispuestos a votar.
Determinar, con un nivel de significacién del 1%, si se puede admitir como cierta la afirmacién
del investigador.

Se trata ahora de un contraste de proporciones. La hipdtesis a contrastar estd muy clara: El
investigador dice que el nivel de abstencion es de un 40 % por lo menos, es decir, sélo rechazaremos
su hipétesis cuando la proporcién sea menor que este valor, es decir:

Hy:p>04
o simplemente Hg : p = 0'4 (lo que dice el investigador) frente a:
H1 p< 0/4

(la proporcién de abstencién es menor)

o)

Asi pues la regién de aceptacion es:
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Y la de rechazo:
( Pq
—OC, P — 2y -
n

Para calcular el nivel z, = zgig1, y por tanto zgig; = 2'33. Asi pues, la regién de aceptacion es,
puesto que p = 04 , ¢ = 0’6 y n = 200, resulta ser, aproximadamente:

(03192, o0)
Y la region critica:
(—00,03192)
Como en la muestra resulta que
125
p=—=0625
200

, los 125 que no votan de los 200 a los que se pregunta. Al 99% de confianza entonces, resulta
que dicho valor en la muestra pertenece a la regién de aceptacion, es decir,aceptamos la hipdtesis
nula y el investigador tiene razon, la abstencién serd, al menos del 40 %.
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5.6.

1.

10.

11.

EJERCICIOS

Cierto periddico afirma que, basindose en elecciones anteriores, tan sélo acudird a votar el
48 % de la poblacion electora en las préximas elecciones. Sin embargo, en un sondeo realizado
recientemente, sobre una muestra de 1500 personas, 800 manifiestan su intencién de votar.
Plantea la prueba de hipdtesis para un nivel de significacién del 0°05 para determinar si el
porcentaje de votantes ha aumentado.

Se quiere contrastar si el nivel de colesterol en sangre de una grupo de enfermos es mayor que el
que tiene una poblacién, que se ha tomado como referencia, y que es de 160 unidades, y se sabe
que la desviacién tipica de la cantidad de colesterol en sangre es de 20 unidades.

a) Establecer el contraste dando la hipétesis nula y la alternativa.

b) Si el tamano de la muestra es de 50 y la media muestral es de 165 unidades. j Se rechazara la
hipétesis con un nivel de significacién de 0°0257.

Un electricista afirma que el 40% de las bombillas que ha comprado a un fabricante en una
promocién son defectuosas. El fabricante eligié una muestra de 100 bombillas y observéd que
30 tenian algin defecto. A un nivel de confianza del 95%, jse puede aceptar la hipdtesis del
electricista?.

En un examen realizado por un gran nimero de estudiantes de muchos centros la puntuacién
media fue de 74’5 y la desviacién tipica de 8. En un centro de los que hicieron la prueba, con
200 alumnos, se obtuvo puntuaciéon media de 75’9. Contrasta la hipdtesis de que efectivamente
la media de la poblacién es de 74’5 a la vista de la muestra con nivel de significacién de 0°05.

Una empresa hace una encuesta a 500 personas sobre su posicién frente a la eliminacién del
Servicio Militar, resultando un 63 % a favor y un 37% en contra. ;Qué podemos decir de los
resultados a nivel de confianza del 99 %, si se sabe que la proporcién de espanoles favorales a la
supresion de tal Servicio era hace unos anos del 60 %?.

El porcentaje de Sobresalientes en Matematicas en 2° de Bachillerato en el instituto es del 10 %.
El ano pasado, sobre 150 estudiantes, hubo 20 sobresalientes. Plantea el test y decide la verdad
o falsedad de las afirmaciones al 99% y al 95 %.

Una moneda se lanza 6 veces y se obtienen 6 caras. jPuede deducirse a nivel de significaciéon del
0’05 que la moneda estd trucada?.

Se cree que el tiempo medio de ocio al dia que dedican los estudiantes de Bachillerato sigue
una distribuciéon normal de media 240 minutos y desviacién tipica poblacional de 60 minutos.
Para contrastar la hipdtesis, se toma una muestra aleatoria de 100 alumnos encontrandose de el
tiempo medio diario de ocio es de 210 minutos. ;Qué se puede decir de la afirmacién inicial al
10 % de significacion?.

El gremio de restaurantes de Madrid afirma que el precio medio del ment del dia es 5 euros.
Para saber si es cierto, se toma una muestra de 40 restaurantes, resultando que el precio medio
es de 585 euros con desviacién tipica 0’48 euros. {Qué podemos decir al 95% de confianza?

Los fabricantes de ordenadores afirman que el 25% de la poblacién tiene un ordenador. Para
comprobarlo, se toma una muestra de 40 familias y se ha visto que sélo 8 tienen ordenador. ;Se
puede creer la afirmacion de los fabricantes a nivel del 1%7.

Un dentista afirma que el 40 % de los nifios de 10 afos presentan indicios de caries dental. Tomada
una muestra de 100 nifios, se observa que 30 de ellos presentan inidicios de caries. Comprueba,
a nivel de significacién del 5%, si el resultado proporciona evidencia que permita rechazar la
afirmacion del dentista.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

El salario medio correspondiente a una muestra de 1600 personas de cierta poblacién es de 1185
euros. Se sabe que la desviacion tipica de los salarios de la poblacién es de 200 euros. ;Se puede
afirmar, a un nivel de significacién de 0’01, que el salario medio en dicha poblacién es de 1200
euros?.

Se ha comprobado que el tiempo de espera, en minutos, hasta ser atendido en urgencias sigue un
modelo normal de probabilidad. A partir de una muestra de 100 personas que fueron atendidas en
dicho servicio, se ha calculado un tiempo medio de 14’25 minutos y una desviacién tipica de 2’5
minutos. ; Podrfamos afirmar, al 5%, que el tiempo medio de espera es de 15 minutos?.;Qué se
puede concluir a nivel del 1%?.

El propietario de una pizzeria sospecha que su repartidor estd utilizando la moto del reparto
para uso propio. Sabe, por experiencias anteriores, que el recorrido diario de la moto sigue una
distribucién normal de media 14 km. y desviacién tipica 2 km.

Decide comprobar sus sospechas, y para ello contabiliza los kilémetros recorridos por la moto
durante 10 dfas y obtiene:

14’5, 17, 16, 15, 12’5, 19, 13, 16’5, 15’5, 17 (km.)
Con una confianza del 99 %, ;debe despedir al repartidor?.

El Ayuntamiento de una ciudad afirma que el 65% de los accidentes juveniles del finde semana
son causados por el alcohol.

Para contrastar la hipdtesis, se toma una muestra de 35 accidentes y se observa que 24 de ellos
se deben al alcohol. jEs cierta la afirmacién del Ayuntamiento al 99 %?

Segiun la normativa sobre contaminacién atmosférica los motores de los automéviles no deben
emitir mas de 5 ppm (partes por millén) de COz, Dentro de sus procesos de control de calidad
un fabricante ha medido la emision de C'O5, en una muestra de 36 motores, obteniendo una
media de 5’5 ppm y una desviacién tipica de 0’6 ppm.

a) Contrasta, con un nivel de significacion igual a 0’05, la hipétesis de que los motores de este
fabricante cumplen en media la normativa sobre contaminacion.

b) Calcula el intervalo de confianza al nivel del 95% para la emisién media de los motores de
este fabricante.

El 42 % de los escolares de cierto pafs suelen perder al menos un dia de clase a causa de gripes y
catarros. Sin embargo, un estudio sobre 1000 escolares revela que en el tltimo curso hubo 450 en
tales circunstancias. Las autoridades sanitarias defienden que el porcentaje del 42 % sobre toda
la poblacién de escolares se ha mantenido.

a) Contrastar con un nivel de significacién del 5% la hipétesis defendida por las autoridades
sanitarias, frente a que el porcentaje ha aumentado como parecen indicar los datos, explicando
claramente a qué conclusion se llega.

b) {Cémo se llama la probabilidad de concluir erréneamente que el tanto por ciento se ha
mantenido?

La empresa empaquetadora de mariscos “El Centollo” afirma que el peso medio de sus productos
supera los 400 gr. Un restaurante consumidor habitual desea contrastar esta informacién.

a) Enunciar la hipétesis nula y alternativa.

b) Describir los errores tipo I y I en este caso.

¢) Sobre una muestra de 10 envases se ha observado un peso medio de 300 gr. ;Es posible
con esta informacién rechazar el supuesto de la empresa “El Centollo”?; ;serd necesaria alguna
informacién adicional para resolver el contraste?



