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Problema 1. Primera semana. Partiendo de 10 observaciones del par
(X,Y), y con el fin de estudiar la asociacién entre dichas variables, se calcularon
la recta de regresiéon de Y sobre X y el coeficiente de correlaciéon muestral,
resultando:

Y =255+3.6X ; r=0.90,
respectivamente. También se sabe que la varianza de X es 16. Se pide:

(a) Calcular la varianza de la variable Y.

(b) ;Cudnto vale la covarianza entre ambas variables?

Solucién
(a) La pendiente (pend) de la recta de regresién de Y sobre X se relaciona con
la varianza de Y a través de la siguiente igualdad

pend = Y —p [TY

x va’

Con los datos del enunciado resulta

2 2
pend 3.6
'Uy_( r > X’Um_<0.9> x 16 = 256

(b) Para el célculo de la covarianza se puede utilizar

COVg y = T/ Vg Uy

6 bien,
COVg y = pend X Vg

De cualquier modo, se obtiene que

COVyz 4 = 57.6

O

Problema 2. Primera semana. Con el fin de ejecutar un proceso se se-
lecciona uno de tres periféricos A, B y C. Las probabilidades de escoger cada uno
de ellos son: 0.5 para A, 0.3 para B y 0.2 para C. Como resultado de la eleccién,
se pueden producir perturbaciones que detienen la ejecucién del proceso. Esto
ocurre el 10 % de las veces si el periférico seleccionado fue A, el 20% si fue B y
el 15% si fue C.

(a) Hallar la probabilidad de que el proceso no se ejecute.



(b)
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Si el proceso se ha ejecutado, jcudl es la probabilidad de que lo haya hecho
desde A 6 B?

Solucién

(a)

Vamos a denotar por A, B, C'y E los siguientes sucesos:

A = “FEl periférico seleccionado es el A7
B = “FEl periférico seleccionado es el B”
C = “Fl periférico seleccionado es el C”

E =“FEl proceso se ejecuta”

Las probabilidades de los sucesos A, B y C son las probabilidades de
seleccion de cada uno de los periféricos, que vienen dadas por:

P(A)=05 , P(B)=03 , P(C)=0.2.

El proceso no se ejecutard cuando se produzca una perturbacién que lo
detenga. Puesto que las probabilidades de que ocurran estas perturbacio-
nes en cada uno de los periféricos vienen dadas por 0.1, 0.2 y 0.15, se
tendra que:

P(E°|A)=0.1 , P(E‘|B)=02 y P(E|C)=0.15.

Consecuentemente, aplicando el teorema de la probabilidad total se obtie-
ne la probabilidad pedida de que el proceso no se ejecute, dada por

P(E€) = P(E°|A)P(A) + P(E°|B)P(B) + P(E|C)P(C)
=01x0.54+0.2x0.340.15x 0.2 =0.14.

El enunciado nos dice que el proceso se ha ejecutado. Dada esta informa-
cion, se pide hallar la probabilidad de que la ejecucién se hubiera realizado
desde el periférico A 6 B. La probabilidad pedida es una probabilidad con-
dicionada por el suceso que recoge tal informacién —el suceso E—. Por
tanto, tendremos que calcular P(A U B|E). Se sabe que:

P(AUBIE) = P((Alf(g nE)

_ P(ANE)+P(BNE) _ P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B)

P(E) P(E)
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La probabilidad del suceso E se obtiene del apartado anterior:

P(E)=1—P(E°) =1—0.14 = 0.86.

Las probabilidades condicionadas del numerador son:

P(E|A) =1— P(E°|A) =09 y P(E|B)=1- P(E|B)=0.8.

Por tanto,

09%x05+08x03 045+024 69

= = — ~ (0.8023256.
0.86 0.86 86 08023256

P(AUBIE) =

Otra manera de llegar al mismo resultado seria mediante el cdlculo de la
probabilidad del complementario P(C|E), la cual viene dada por

P(CNE) P(E|C)P(C) 085x0.2 17

P(C|E) = = = = - ~0.1976744
(CIE) P(E) P(E) 0.86 gg ~ 0-1976744,
17 69
de donde P(AUB|E) =1 - P(C|E) = 1 — o = o ~ 0.8023256.

O

Problema 3. Primera Semana. Una muestra aleatoria de 200 digitos
proporcioné los datos que se recogen en la siguiente tabla de frecuencias

Digito | Frecuencia
0 10
20
19
21
21
15
21
22
25
26

© 00~ O Uk Wi

Contraste la hipdtesis de que la muestra procede de una distribucién en la
que los 10 digitos son igualmente probables.
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Solucion

Estamos ante una situacién que el Texto Base identifica como “contraste de
la bondad del ajuste (primer caso)”. La forma de proceder es calcular el valor

del estadistico
10

32 = Z (Oi —¢)

e
i=1 v

y comparar con el dato que nos proporciona la distribucién x3 (9 grados de
libertad) para el nivel de significacién seleccionado.

Respecto al célculo del estadistico, el enunciado nos proporciona la frecuen-
cia observada (O;) en una muestra aleatoria de tamano 200, mientras que la
frecuencia esperada (e;) bajo la hipétesis de que los 10 digitos fuesen igualmen-
te probables es, en cada caso, 20. Entonces,

(0; —€;) :100,0,1,1,1,25,1,4, 25,36

y
PICECEEE
= €; _20_ '

Entre los datos auxiliares encontramos Xg;o.os = 16.92; entonces, dado que
9.7 < 16.92

las desviaciones observadas no son significativas, al nivel a = 0.05, y por tanto,
aceptamos la hipétesis de que en la poblacion los 10 digitos son equiprobables.
O

Problema 4. Primera semana. De una poblacién normal se extrae una
muestra aleatoria de tamano 10, obteniéndose las siguientes observaciones:

1,2,5,1,3,7,4,2,3,2
(a) Obtener una estimacién insesgada de la media poblacional.
(b) Contrastar la hipétesis de que la media poblacional es 3.5, frente a la

alternativa de que es menor. Témese un nivel de significacion de o = 0.01.

Solucion

1<
(a) Se sabe que la media muestral X = — ZXi es un estimador insesgado
"= L
de la media poblacional y, ya que E{X} = — Z E{X;} = p.
n
i=1
Para la muestra extraida la estimacién viene dada por
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1+2+54+14+3+7+4+2+3+2

10 3.

Tr =

(b) La muestra obtenida ha proporcionado un valor para la media muestral de
Z = 3. Se trata de comprobar si ese valor proporciona evidencia estadistica
en favor de la hipdtesis de que la media poblacional es = 3.5 o por el
contrario apoya la alternativa de que es inferior.

El problema se plantea en términos de un contraste de hipotesis en el que

Hy:p=35 Hy:p<3.5.

Dado que la variable aleatoria poblacional sigue una distribucién normal
de media y varianza desconocidas, el contraste se lleva a cabo utilizando
la cantidad pivotal

X — o
NG

~ tﬂ,—l?

donde

= Li9: la media poblacional bajo Hy. En este caso pg = 3.5.
s X: media muestral.
= S2: cuasivarianza muestral.

= n: tamano muestral.

La regién critica del test —conjunto de todas las muestras para las que se
rechaza Hy— viene dada por

X — o
R=19(X1,Xs,...,Xpn): <c
{( SR TN }
donde el punto critico ¢ se determina con la condicién del nivel de signifi-
cacién, la cual viene dada por:

X—/Jo
S/vn

En este caso, para un tamano muestral de n = 10, el punto critico vale
c = —2.821, ya que para una distribucién ¢ con 9 grados de libertad se
tiene que P(tg < —2.821) = 0.01 (véase la figura 1, en la que el drea de
la regién sombreada coincide con el nivel de significacién o = 0.01). Por

X —
tanto, la region critica R estd definida por R = { S/\/%O < 2.821}.

PHO((X17X27~-~7Xn) € R) = P( < C) = P(tn_l < C) = 0.01.
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0.01
—2.821

Figura 1: Punto critico para una tg (o = 0.01)

Para la muestra extraida, se sabe que z = 3 y que

1 & _ (1-3)2+(2-3)%+---+(2-3)?2 32
2 _ X17X2:
S n—1;( ) 9 9’

de donde se sigue que

X — o 3-35 10
= = 71.5 X - R-
S/ \/32/90 V32 ¢
Consecuentemente, la muestra extraida no proporciona evidencia estadisti-

ca como para rechazar Hy y mantendremos la afirmacién de que la media
de la poblacién es 3.5.

O

Problema 1. Segunda Semana. Con el fin de describir un conjunto de
10 observaciones del par de variables (X,Y), se calcularon la recta de regresién
de Y sobre X y la correspondiente varianza residual, resultando:

Y =23.5—-10.2X ; Varianza residual =9,

respectivamente. Se pide:

(a) ;Cuél es el signo de la covarianza? (Justifique la respuesta sin calcular
dicho dato)

(b) Sila varianza residual representa el 19 % de la varianza de Y, jcudnto vale
el coeficiente de correlacién muestral?

Solucion

(a) La relacién entre la covarianza y la pendiente (pend) de la recta de regre-
siéon de Y sobre X se pone de manifiesto en la siguiente igualdad

COVg y = peENd X Vg
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Como la varianza es siempre positiva, covarianza y pendiente tendran
siempre el mismo signo. En este caso la pendiente es —10.2; por tanto, la
covarianza es negativa.

El enunciado nos adelanta que

Varianza residual

=0.19

Uy

Entonces, dado que

Varianza residual 1,2

=1-r
Uy
resulta
r? =0.81
y, cOmo consecuencia
r=-0.9

Nota: Observe que el signo del coeficiente de correlacién es el mismo que el de
la covarianza.

O

Problema 2. Segunda semana. Se lanza un dado, y a continuacién, tantas
monedas como puntuacién se obtuvo en el lanzamiento del dado.

(a)
(b)

Hallar la probabilidad de que se obtenga alguna cara.

Si se ha obtenido alguna cara, jcuédl es la probabilidad de que el resultado
del dado fuera un uno?

Solucion

(a)

Denotaremos por X la variable aleatoria que da la puntuacién del dado y
por A el suceso “ Obtener alguna cara ”. Vamos a razonar por célculo de
la probabilidad del complementario de A.

Las probabilidades a priori de las distintas puntuaciones del dado son

1
P(X =i) = g con 1=1,2,3,4,5,6.

Por otro lado, si en el lanzamiento del dado se obtuvo la puntuacion i,
el suceso complementario de A ocurrird cuando se obtengan ¢ cruces al
lanzar la moneda; con lo cual
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1\
P(AC|X:i):(§) : 1=1,2,3,4,5,6.

Del teorema de la probabilidad total se sigue la probabilidad del suceso
complementario de A:

P(A%) =) P(A°|X =i)P(X = i) = %Z (%>

O 1(1/2)5(1/2)—(1/2) 1 /20-1\ 21
G (1/2) — 1 _6< 26 )_ﬁs’
21 107

. 4 P(A)=1-PA°)=1- -5 = 5
de donde se obtendrd que P(A) (A°) 128 128

(b) La informacién dada sobre el resultado del experimento aleatorio: “ se ha

obtenido alguna cara ” modifica las probabilidades a priori de las distintas
puntuaciones del dado. Nos estan pidiendo recalcular la probabilidad de
que X = 1, conocida dicha informacién, es decir, hallar la probabilidad a
posteriori P(X = 1]A4).

Este es un ejemplo tipico de aplicaciéon de la regla de Bayes para el que

PUX =1}nA) P(AX =1)P(X = 1)

_L-PAYX =DIP(X=1) (1-3)§ 32
P(A) % 321°

Problema 3. Segunda semana. El andlisis de la varianza de una variable
respuesta Y, medida bajo una serie de condiciones, proporciond los datos que
se recogen en la siguiente tabla

Fuente de variaciéon | SC | GL | CM | F
Entre grupos 348 | 3 — | —
Dentro de los grupos | — 8 —

(SC: Suma de cuadrados; GL: Grados de libertad; CM: Cuadrado medio; F: Estadistico)

Sabiendo que la varianza total es 428, complete las posiciones que faltan en
la tabla (marcadas con —) y obtenga conclusiones sobre el comportamiento de
Y en los grupos considerados.
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Solucién
Como la varianza total es 428 y la SC(“Entre”) = 348, resulta
SC(“Dentro”) = 428 — 348 = 80
Ademas,

CM(“Entre”) = 348/3 = 116
CM (“Dentro”) = 80/8 = 10
F(“Estadistico”) = 116/10 = 11.6

Una vez completada la tabla, observamos que el valor obtenido para el es-
tadistico F' satisface la desigualdad

F35.005 =9.28 < 11.6

Este hecho nos conduce al rechazo, con un nivel de significacién del 5%, de la
hipétesis nula, que establece que la respuesta media es la misma en los 4 grupos
considerados.

O

Problema 4. Segunda Semana. De una poblacién con distribucién nor-
mal se extrae una muestra aleatoria de tamano 11, de la cual se obtiene una
varianza muestral de 5.

(a) Obtener una estimacién insesgada de la varianza poblacional.

(b) Contrastar la hipétesis de que la varianza poblacional es 4.5, frente a la
alternativa de que es mayor. Témese un nivel de significacion de o = 0.05.

Solucion

(a) Se sabe que un estimador insesgado de la varianza poblacional es la cua-
sivarianza muestral definida mediante

n—1 n—1

i=1

donde v? es la varianza muestral —cuyo valor es proporcionado por el
enunciado—.

11
Por tanto, la estimacién insesgada vendra dada por S? = 0 x b =5.5.
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(b) El enunciado pide realizar un contraste de hipdtesis para la varianza de

la poblacién o2, con una hipétesis nula que postula que la varianza es 4.5

frente una alternativa que afirma que es mayor:

Hy:02=45 H, :0? > 4.5.

El objetivo es comprobar si la evidencia proporcionada por la muestra,
descrita en términos de la cuasivarianza muestral, corrobora la hipotesis
nula o, por el contrario, la desacredita. Para ello, utilizaremos la cantidad
pivotal que corresponde a la situacién planteada.

Dado que la distribuciéon poblacional es normal, llevaremos a cabo el con-
traste empleando el estadistico:

(n—1)852 2
O_g Xn717

donde

» 02: varianza poblacional bajo Hy. En este caso 03 = 4.5.

s 52: cuasivarianza muestral. Para la muestra extraida se obtuvo en el
apartado anterior que S? = 5.5.

= n: tamano muestral. En este caso n = 11.

La regién critica del contraste —conjunto de muestras para las que se
rechaza Hy— viene dada por

—1)S2
R:{(Xl,Xg,...,Xn):(n#>c},

99
donde el punto critico ¢ se determina con la condicién del nivel:
(n—1)52

Pu,((X1,Xs,...,X,) ER) =P (T > c> = P(x2_, >¢) =0.05.
0

0.05
18.307

Figura 2: Punto critico para una x%, (a = 0.05)
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En este caso, para un tamano muestral de n = 11, el punto critico vale
¢ = 18.307, ya que para una distribucién x? con 10 grados de libertad se
cumple que P(x3, > 18.307) = 0.05 —véase la regién sombreada en la
figura 2—.

Para la muestra extraida, el valor de la cuasivarianza se sabe que es S? =
(n—1)S?  10x5.5
o3 45
no pertenece a la region critica. Por tanto, la decisién que adoptaremos
serd aceptar, con un nivel de significacién de a = 0.05, la hipotesis nula

de que el valor de la varianza poblacional es 4.5.

5.5; con lo cual < 18.307, es decir, la muestra

O



