Introduccion al Calculo de Probabilidades a través de casos
reales

Paula Lagares Barreiro*
Frederico Perea Rojas-Marcos*
Justo Puerto Albandoz*

MaMaEuSch'
Management Mathematics for European Schools

94342 - CP - 1- 2001 - 1 - DE - COMENIUS - C21

*Universidad de Sevilla

TEste proyecto ha sido llevado a cabo con ayuda parical de la Comunidad Europea en el marco del
programa Sécrates. El contenido del proyecto no reflejy necesariamente la posicion de la Comunidad
Europea, ni implica ninguna responsabilidad por su parte.



Indice General

1 Juegos y Azar 3
1.1 Objetivos . . . . . o o e e e 3
1.2 Eljuegodel mus . . . . . . . . . . . . e e 4
1.3 Experimentos Aleatorios . . . . . . . . . ... 5
1.4 Sucesos Aleatorios y Espacio Muestral . . . . . . .. .. ... ... ... ... 5

1.4.1 Sucesos elementales y compuestos . . . . ... ... L 0oL 6
1.4.2 Sucesos compatibles e incompatibles . . . . . .. ... 0oL 6
1.4.3 Elsuceso seguro . . . . . . . .. .o 7
1.4.4 FElsuceso imposible . . . . . . . . . oL 7
1.4.5 Sucesos complementarios . . . . .. ... L Lo oo 8
1.5 Operaciones con Sucesos Aleatorios . . . . . . . . . . . . . ... o 8
1.5.1 Unidn de SUCESOS . . « v« v v v v it e e e e 8
1.5.2 Interseccion . . . . . . . . ..o 9
1.5.3 Diferencia de sucesos . . . . . . . ..o Lo 9
1.5.4 Propiedades de las operaciones con sucesos . . . . . . .. .. ... 10

2 Probabilidad 11

2.1 Inmtroduccion . . . . . . . . . oL 11
2.1.1 Definicién de probabilidad a partir de frecuencias relativas: probabilidad

EMPITICA. . . . . . . 11

2.1.2 Regla de Laplace: probabilidad teérica . . . . . . . . ... .. .. ... .... 13

2.2 Extracciones con y sin reemplazamiento. Diagramas de drbol. . . . . . . . .. .. .. 14

2.2.1 Extracciones con reemplazamiento . . . . . . ... ... L. 14

2.2.2 Extracciones sin reemplazamiento . . . . . ... ..o oL 16

2.3 Definicién axiomdtica de probabilidad (1° BACH) . . . . ... ... ... .. .... 17

2.4 Célculo de probabilidades en casos complejos . . . . . . . . . ... L. 18

2.4.1 Probabilidad condicionada . . . . . . ... ..o 18

2.4.2 Independencia de sucesos . . . . . . .. ... e 19

2.4.3 Probabilidad total . . . . . ... 21

2.44 Teoremade Bayes . . . . . ... . . . ... 22

2.5 Resolucion de la pregunta inicial . . . . . . ... ..o Lo 24



3 Distribuciones de probabilidad unidimensionales

3.1 Objetivos . . . . . e
3.2 Elejemplo . . . . . . . e
3.3 Introduccién. Variable aleatoria discreta y distribuciones de probabilidad . . . . . .
3.4 Funcién de Distribucidon . . . . . . . ..
3.5 LaModa. . . . . . . . o
3.6 LaEsperanza . . . . . . . . . . .. e
3.7 La Varianza . . . . . . . . . . . e e e
3.8 Resumen del problema inicial . . . . . . .. .. .. ... .

4 Un ejemplo de distribucién aleatoria discreta: la binomial

4.1 ODbjetivos . . . . . e e
4.2 Elejemplo . . . . . . . e
4.3 Introduccidon . . . . . . . . . L

4.3.1 LaEsperanza . . . . . . . . . . . e

4.3.2 La Varianza . . . . . . . . . . .. e e

5 Distribuciones continuas: la normal

5.1 Objetivos . . . . . oL
52 Elejemplo . . . . . .
5.3 Introduccidn. . . . . . . . Lo



Capitulo 1

Juegos y Azar

Vamos a jugar al mus. Se reparten las cartas y llega la hora de decidir cuanto apostamos. Hemos
de tener en cuenta que no jugamos solos, sino que competimos con otros participantes. Nerviosos
vamos observando nuestras cartas una a una, segun las vayan repartiendo. ;Qué cartas seran?
i Mejores que las de nuestros rivales en la partida?

Antes de nada, vamos a plantear los objetivos que se cubrirén en este manual y a dar unas reglas
para jugar al mus.

1.1 Objetivos

e Comprender el concepto de experimento aleatorio y distinguirlo de uno determinista.

e Identificar los sucesos aleatorios tras un experimento y diferenciar un suceso simple de un
suceso compuesto.

e Encontrar algunos sucesos especiales: el suceso seguro y el suceso imposible.

e Operar con sucesos aleatorios e interpretar los sucesos resultantes tras efectuar uniones, in-
tersecciones y diferencias.

e Asignar probabilidades a los sucesos aleatorios sencillos de dos formas diferentes: mediante la
regla de Laplace y a través de las frecuencias relativas.

e Entender el concepto de probabilidad condicionada y su utilidad.
e Comprender la independencia de sucesos y su uso para el calculo de probabilidades.

e Manejar el teorema de la Probabilidad Total y la Regla de Bayes, sus diferencias y su aplica-
bilidad en el calculo de probabilidades.



1.2 El juego del mus

En esta clase, vamos a jugar a un sencillo juego de cartas. En él, participaran dos equipos,
formados por dos jugadores cada uno, que competirdan entre si. La pareja ganadora, recibird el
placer de ganar la partida y haber disfrutado de un buen rato con sus amigos, no se jugard con
dinero. Se juega con una baraja de 40 cartas, distribuidas de la siguiente forma:

e § ases 0 unos
e 4 cuatros
e 4 cincos

4 seises

4 sietes

4 sotas o dieces

e 4 caballos o onces
e 8 reyes o doces

Se repartiran 4 cartas a cada jugador, elegidas aleatoriamente de la baraja, y tras ese reparto se
pueden obtener las siguientes jugadas:

e Tener dos cartas iguales y las otras dos desiguales entre si y con respecto a las dos primeras,
eso es tener una pareja. Por ejemplo, la jugada (cuatro rey diez cuatro) es una pareja de
cuatros.

e Tener tres cartas iguales y la tercera desigual es una jugada que llamaremos media. Si obten-
emos unas cartas asi: (rey as rey rey) es que tienes una media de reyes.

e Tener dos parejas entre las cuatro cartas, iguales o diferentes entre si, es un duplex. Por
ejemplo, una jugada que sea (cuatro diez diez cuatro) es un diplex de dieces-cuatros, mientras
que si tienes (as as as as), eso es un duplex de ases-ases. En ambos casos, se consideraran
diplex.

En este juego, el duplex tiene mas valor que la media y esta mas que la pareja. En caso de
haber dos diplex, dos medias o dos parejas, ganard aquella que tenga las cartas mas altas.

Las cartas ordenadas de més baja a mas alta son las que puedes encontrar al principio de esta
seccion, es decir: as, cuatro, cinco, seis, siete, sota, caballo y rey.

Por ejemplo, un diplex de reyes y ases ganara a un duplex de sotas y caballos. Igualmente, una
pareja de caballos ganara a una pareja de sotas.

En caso de empate, ganara aquel jugador que tenga cartas mas altas acompanando a la pareja o
a la media. En caso de que las cuatro cartas sean iguales, ganara aquel jugador que vaya de mano,
es decir, aquel jugador que haya recibido las cartas en primer lugar.

Cuatro amigos pasan mucho tiempo jugando a este juego, y resulta que se han dado cuenta de
que la pareja de reyes, la media de reyes o ases y un duplex cualquiera salen aproximadamente el



mismo numero de veces. Estdan discutiendo a ver cuél de esas tres jugadas sale con mayor frecuencia.
;Podrias ayudarles a averiguar cudl es?

Creemos que al terminar este manual, podremos responder a esa pregunta, y lo haremos. Ahora
comenzaremos a introducir los diferentes conceptos que nos serdn de utilidad para contestar a la
pregunta del ejemplo y a muchas otras.

1.3 Experimentos Aleatorios

Ejemplo 1.3.1 Imagina la siguiente situacion: se reparten las cartas a los participantes. ;Sabre-
mos antes de verlas que cartas vamos a tener?

Como ves, no tenemos ninguna certeza de las cartas que vamos a recibir hasta que no las veamos.
Podemos obtener tres reyes y un as 6 cuatro sotas. Ambas posibilidades y muchas més pueden
darse en nuestro reparto de cartas. Al hecho de no tener seguridad sobre el resultado tras el reparto
le llamamos azar.

En nuestro caso, tenemos un experimento: sacar cuatro cartas de la baraja. Como tras la
realizacién del experimento se pueden dar varios resultados, decimos que se trata de un experimento
aleatorio.

Si por el contrario supiéramos el resultado del experimento de antemano, diriamos que se trata
de un experimento determinista. Por ejemplo, si dejamos caer una piedra desde nuestra mano,
sabemos que ésta caerd al suelo. Aqui no hay posibilidad de resultados diferentes, s6lo uno: la
piedra caerd al suelo.

Asi pues, podemos decir que la gran diferencia entre un experimento aleatorio y uno determinista,
es que el primero puede dar lugar a diferentes resultados, y no podemos predecir cudl de ellos sera
el que ocurra, mientras que en el segundo s6lo tenemos una posibilidad, y esa es la que ocurrira.

Ejercicio 1.3.1 Plantea dos experimentos aleatorios y dos deterministicos.

Definicién 1.3.1 (Experimento Aleatorio) Decimos que un experimento es aleatorio sino pode-
mos predecir su resultado.

1.4 Sucesos Aleatorios y Espacio Muestral

Una vez comprendida la idea de experimento aleatorio, con toda naturalidad nos surgiran preguntas
sobre qué pasara.

Se puede ver que tras el reparto de cartas, podemos obtener un gran nimero de combinaciones
de cartas diferentes. Nos pueden salir manos como (as, rey, as, sota) o (cuatro, rey, cinco, siete).
A cada uno de esos posibles repartos, los llamaremos sucesos aleatorios.

Es decir, en el experimento planteado anteriormente, las cartas (as, siete, sota, seis) forman un
suceso aleatorio.

Al conjunto de todos los sucesos de un experimento aleatorio, lo llamaremos Espacio Muestral,
y lo denotaremos por E. En nuestro experimento, el espacio muestral es el conjunto formado por
todos los posibles repartos.

Ejercicio 1.4.1 Imagina el siguiente experimento aleatorio: sacar de una baraja de mus una carta
al azar.



Describe el espacio muestral de ese experimento mediante la enumeracion de todos sus sucesos
aleatorios.

Definicién 1.4.1 (Espacio Muestral y suceso aleatorio) Al conjunto de todos los resultados
que pueden obtenerse al realizar un experimento aleatorio, se le llama espacio muestral, y lo deno-
taremos por FE.

Cualquier subconjunto del espacio muestral es un suceso.

1.4.1 Sucesos elementales y compuestos

Dentro de los sucesos aleatorios, vamos a distinguir, de momento, dos tipos: los sucesos aleatorios
elementales y los sucesos aleatorios compuestos.

Imagina que observas la primera carta de tu reparto, y es un as. Plantéate ahora estos dos
sucesos aleatorios:

® es un as
e es menor que siete

Puedes notar que entre esos dos sucesos aleatorios hay una gran diferencia. En el primero
especificamos que carta es: un as. Mientras que en el segundo dejamos abierta la posibilidad a
varios tipos de cartas: un as, un cuatro, un cinco é un seis.

Es decir, que el segundo suceso aleatorio descrito (la carta es menor que siete) engloba a su vez
varios sucesos aleatorios mas.

Diremos entonces que el primer suceso aleatorio descrito es un suceso elemental mientras que el
segundo es un suceso compuesto.

Definicién 1.4.2 (sucesos elementales) Decimos que un suceso es elemental cuando consta de
un solo elemento del espacio muestral. En caso contrario, diremos que es un suceso compuesto.

Ejemplo 1.4.1 El experimento aleatorio es el siguiente: sacar de una baraja esparniola completa
una carta al azar. Tomaremos como elementos del espacio muestral: ”as de oros”, ”dos de oros,
“tres de oros”,...,”"rey de bastos”.

El suceso "sacar el rey de oros” es elemental. Sin embargo, si elegimos el suceso ”sacar un rey”,
se trata de un suceso compuesto, ya que estd formado por varios sucesos elementales: ”sacar el rey
de oros”, "sacar el rey de copas”, "sacar el rey de espadas” y “sacar el rey de bastos”.

1.4.2 Sucesos compatibles e incompatibles

Volvamos a la situacién del reparto de cartas. Nos van a dar cuatro. Planteemos estos dos sucesos
aleatorios:

e suceso A="De entre las cuatro cartas, dos son reyes”
e suceso B="De entre las cuatro cartas, dos son ases”

.Se pueden dar los sucesos A y B a la vez? Es decir, jse pueden obtener 2 reyes y 2 ases en la
misma mano? Claro que si. Lo que tendremos es un bonito diplex de reyes y ases.
Como el suceso A y el B se pueden dar a la vez, decimos que son sucesos compatibles.



Sin embargo, no siempre es asi, hay parejas de sucesos que no se pueden dar simultdneamente.
Como ejemplo, imagina estos dos nuevos sucesos:

e suceso C="De entre las cuatro cartas, exdctamente tres son reyes”

e suceso D="De entre las cuatro cartas, exdctamente dos son ases”

Y nos volvemos a preguntar: ;Se pueden dar los sucesos C'y D a la vez? Es decir, ;se pueden
obtener 3 reyes y 2 ases en la misma mano? En este caso no, pues si tuviéramos 3 reyes y 2 ases
en la misma jugada, eso significaria que tenemos 5 cartas, cuando en este juego sélo se reparten
cuatro. Es decir, es imposible.

Asi, como los sucesos C'y D no se pueden dar en el mismo experimento, decimos que son sucesos
incompatibles.

Ejercicio 1.4.2 Encontrar una pareja de sucesos compatibles y otra de sucesos incompatibles, difer-
entes a las dadas antes, en el mismo experimento.

Definicién 1.4.3 Dados dos sucesos de un experimento aleatorio, diremos que son compatibles si
se pueden dar los dos al mismo tiempo, y diremos que son incompatibles si no se pueden dar los
dos a la vez.

1.4.3 El suceso seguro

Imagina que cogemos la baraja de cartas y la dividimos en dos grupos, por un lado los ases (8
cartas en total) y por el otro las demds cartas (32 cartas). Cogemos el grupo de los 8 ases, y de
él elegimos una carta al azar: ;podemos asegurar algo? Si, que la carta elegida serd un as. Asi de
simple es el suceso seguro, aquel suceso aleatorio que se da siempre.

Ejercicio 1.4.3 En el reparto de cartas del mus, plantea un suceso sequro en tu reparto, o sea, en
tus cuatro cartas.

Definicién 1.4.4 El suceso sequro es aquel suceso aleatorio de un experimento que se da siempre.
Se puede ver que el suceso sequro es el espacio muestral E.

1.4.4 El suceso imposible

Sin embargo, en el mismo experimento podemos asegurar que la carta no serd un seis, ya que no
hay ningiin seis entre las cartas del montén elegido. Decimos entonces que el suceso ”la carta es un
seis” es un suceso imposible.

Ejercicio 1.4.4 En el reparto de cartas del mus, plantea un suceso imposible en tu reparto, o sea,
en tus cuatro cartas.

Definicién 1.4.5 Decimos que un suceso es imposible cuando no puede darse en el experimento.
Se denota por O a cualquier suceso imposible.



1.4.5 Sucesos complementarios

Supdn ahora que la baraja ha sido dividida en dos grupos: en el primero sélo estan los reyes y los
ases (16 cartas) y en el segundo estdn las restantes 24 cartas. Elegimos una carta al azar de entre
las del primer grupo. Observa estos dos sucesos:

e A="La carta elegida es un as”

e B="La carta elegida es un rey”

Como caracteristica especial de estos sucesos, podemos decir que si no se da el suceso A entonces
se da el B, y si no se da el B se da el A. Es decir, siempre se da alguno de los dos sucesos. También
puedes observar que son sucesos incompatibles, es decir, no se pueden dar los dos a la vez.

Estas dos caracteristicas son las que han de cumplir un par de sucesos aleatorios para poder
decir que son sucesos complementarios o contrarios.

Ejercicio 1.4.5 Obtener una pareja de sucesos complementarios en el experimento de sacar una
carta al azar de la baraja del mus completa.

Definicién 1.4.6 Dos sucesos son complementarios si son incompatibles (no se pueden dar los dos
a la vez) y, si se da uno, siempre se cumple alguno de los dos. Si denotamos por A a un suceso, su
complementario serd denotado A ¢ A°.

1.5 Operaciones con Sucesos Aleatorios

De igual forma que operamos con los nimeros (los sumamos, restamos, multiplicamos,...) podemos
hacer operaciones con los Sucesos Aleatorios. Esta vez las operaciones son diferentes a las usadas
con los ntmeros, asi hablaremos de uniones e intersecciones de sucesos.

1.5.1 Unidn de sucesos

Imagina que volvemos a repartir las cartas en el juego del mus, es decir, cuatro cartas a cada
jugador. Por tanto, tenemos el experimento de sacar cuatro cartas y observarlas. Planteemos ahora
dos sucesos aleatorios resultantes de ese experimento:

e A="Sacar dos reyes”

e B="Sacar un as”

Imagina que después del reparto, nuestras cartas son: (as sota siete siete). A la vista de este
reparto, jse ha cumplido el suceso A? No, pues no tenemos dos reyes, ni tan siquiera tenemos uno.
Y el suceso B, jse ha cumplido? Este si, dado que hemos sacado un as. Asi, diremos que se ha
cumplido el suceso A unién B, y lo representaremos A U B.

Asi pues, si tenemos dos sucesos aleatorios y tras el experimento se cumple uno de los dos o los
dos, entonces diremos que se ha cumplido el suceso A U B.



Ejercicio 1.5.1 FEstamos otra vez con el experimento anterior. Repartimos cuatro cartas. Consid-
era los dos sucesos:

A="Sacamos tres reyes”

B="Sacamos tres ases”

A partir de esto describe dos repartos en los que se cumpla el suceso AU B.

Definicién 1.5.1 (Unién) Dados los sucesos A y B, se define el suceso A unidn B, y lo deno-
taremos AU B, como el suceso consistente en que se cumpla al menos uno de los dos. Notar, que
si se cumplen los dos a la vez, también se cumple AU B.

1.5.2 Interseccion

Planteemos ahora dos nuevos sucesos aleatorios tras la realizacion del experimento consistente en
repartir cuatro cartas de la baraja del mus.

e A:’Sacar 2 ases”
e B:”Sacar 1 siete”

Imagina que tras el reparto de cartas, nos encontramos con esta combinacién: (as, rey, siete, as).
Tras observarlo, jse ha cumplido el suceso A7 Si, pues entre las cuatro cartas, tenemos dos ases.
.Y el suceso B? También, pues la tercera carta es un siete. Como se han cumplido los sucesos A y
B en el mismo reparto, decimos entonces que en ese reparto se ha dado el suceso A intersecciéon B,
y lo denotamos por AN B

Ejercicio 1.5.2 Considera los siguiente sucesos aleatorios tras sacar las cuatro cartas de la baraja:
o A:”Sacar dos reyes”
e B:”Sacar dos ases”

Plantea un reparto en el que se cumpla el suceso AN B y otro en el que no.

Definicién 1.5.2 (Interseccién) Dados los sucesos A y B, se define el suceso A interseccion
B, y lo denotaremos A N B, como el suceso consistente en que se cumplan los dos sucesos si-
multdneamente.

Date cuenta, que si la interseccién de dos sucesos es el suceso imposible ((}), los sucesos son
incompatibles, (recuerda la definicién dada de sucesos incompatibles en el apartado anterior). Si la
interseccion no es el suceso imposible, entonces los sucesos son compatibles.

1.5.3 Diferencia de sucesos

Planteemos ahora dos nuevos sucesos tras el reparto de las cuatro cartas de la baraja del mus:
e A: ”Sacar tres sotas”

e B: ”Sacar un rey”



Despues de repartir nos han salido las siguientes cartas: (sota as sota sota).

.Se ha cumplido el suceso A7 Claramente si, pues tenemos entre las cuatro cartas exactamente
tres sotas. ;Y el suceso B? En este caso no, pues no tenemos ningin rey entre nuestras cartas.
Entonces diremos que se ha cumplido el suceso diferencia A menos B, y lo denotaremos por A\ B.

Asi pues, siempre que se dé un suceso y otro no, diremos que se ha dado el suceso diferencia
entre el primero y el segundo.

Ejercicio 1.5.3 FEstamos otra vez con el experimento anterior. Considera los dos sucesos:

A= 7Sacamos dos ases”

B= "Sacamos dos sotas”

A partir de esto, plantea un posible reparto en el que se cumpla el suceso A\ B y otro en el que se
cumpla el suceso B\ A.

Definicién 1.5.3 (Diferencia) Dados los sucesos A y B, se define el suceso diferencia A\ B,
como el suceso consistente en que se cumpla el suceso A pero no el B.

1.5.4 Propiedades de las operaciones con sucesos

Las propiedades més utilizadas son las que describiremos ahora. Tener en cuenta, que el suceso
E es el suceso seguro, el suceso @ es el suceso imposible, los sucesos A, B y C son tres sucesos
cualesquiera, subconjuntos del espacio muestral y que A€ es el suceso contrario o complementario
del suceso A.

Unién:

AUB=BUA, AUE=FE, AU(l=A AUA°=F
Interseccion:

ANB=BNA, ANE=A, An0=0, AnA°=0
Diferencia:

A\B=AnNB*

Leyes de De Morgan:
(AUB)*=A°NB° (ANB)° = A°UB*

Otras propiedades:

AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
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Capitulo 2

Probabilidad

2.1 Introduccién

En el capitulo anterior, habiamos dicho que al realizar un experimento aleatorio, no hay seguridad
sobre el resultado que obtendremos: en otras palabras, hay incertidumbre. Pues bien,
utilizaremos para 'medir’ esa aleatoriedad o incertidumbre, un ntimero que asociaremos a cada
suceso, y llamaremos probabilidad.

Por ejemplo, si elegimos una carta al azar de entre las de la baraja del mus, no sabriamos
predecir con seguridad qué carta saldra. Aunque como sabemos que hay maés ases que sietes, seria
l6gico pensar que tiene mas posibilidades de salir un as que un siete. Por eso diremos que, tras el
experimento, el suceso aleatorio ”la carta es un as” tiene mas posibilidades de darse que el otro
suceso ”la carta es un siete”.

En este capitulo descubriremos varias técnicas para medir la frecuencia con la que se dan los
sucesos aleatorios, es decir, introduciremos varios métodos para asignar probabilidades.

Ejercicio 2.1.1 Describe dos sucesos en el reparto de cartas del mus que creas que tienen muy
diferenciadas sus probabilidades o posibilidades de ocurrir y explica por qué.

2.1.1 Definiciéon de probabilidad a partir de frecuencias relativas: prob-
abilidad empirica.

Deciamos en el apartado anterior, que en un experimento aleatorio, la probabilidad es un ntimero
que asignabamos a cada suceso, y con el que queremos indicar la frecuencia con la que se da dicho
suceso.

Una sencilla manera de obtener la probabilidad de un suceso aleatorio es a través de la tabla de
frecuencias relativas de ese experimento. A esa probabilidad la llamamos probabilidad empirica o
concepto frecuentista de probabilidad, porque se obtiene una vez realizado el experimento. Asi, si
hemos realizado el experimento un n°® de veces n y observado sus resultados, y nos damos cuenta de
que en k de esas ocasiones se ha verificado el suceso que queremos analizar, llamemosle A, decimos
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que la probabilidad de que ocurra el suceso A, y lo denotamos P(A), es %, es decir:

Ejemplo 2.1.1 Supongamos que vamos sacando una a una 200 cartas de la baraja, y las vamos
dejando otra vez en la baraja después de observarlas. Asi, obtenemos la siguiente tabla de frecuen-
cias relativas para este experimento:

Carta | Frecuencia Relativa
as %
cuatro %
cm'co %
seis 300
siete %
sota %
caballo %
rey %

A partir de esta tabla, podriamos decir que si sacamos una carta al azar de la baraja del mus,
obtendremos cada uno de los diferentes naipes con las siguientes probabilidades:

P(la carta es un as)=m

P(la carta es un cuatro):l(—fo

P(la carta es un cinco)=-2x

300
P(la carta es un sez’s):r.zo
P(la carta es un sz’ete):@

P(la carta es una sota)=555

P(la carta es un caballo)=

P(la carta es un rey)=5=

Imagina ahora que llevamos a cabo 1000 extracciones, y mos salen las siguientes frecuencias

8
200

relativas:

Carta | Frecuencia Relativa

as %

cuatro ﬁ

cm.co ﬁ

seis 500

siete %

sota %

caballo %

rey 1000

A partir de esta tabla, podriamos decir que si sacamos una carta al azar de la baraja del mus,

obtendremos cada uno de los diferentes naipes con las siguientes nuevas probabilidades:
_ 192
P(la carta es un as)=1505

P(la carta es un cuatro):ﬁ
P(la carta es un cmco):ﬁ
P(la carta es un seis):lfg)@

P(la carta es un siete)=1565
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P(la carta es una sota):%
1

P(la carta es un caballo):m
P(la carta es un rey)= 209

A la vista de estas ;2g%abilidades, y una vez comprendido que la probabilidad es un niumero que
asignamos a los sucesos aleatorios para medir la frecuencia con la que se dan, podriamos decir que
el suceso "la carta elegida es un rey” es mds probable, es decir, que tiene mds posibilidades de
darse que el suceso "la carta elegida es un siete”, dado que P(la carta es un rey) > P(la carta es
un siete).

Con el mismo razonamiento, diremos que el suceso "la carta es una sota” es mds probable que

el suceso "la carta es un caballo”,...

Nota 2.1.1 Este método de asignar probabilidades se basa en la ’ley de frecuencias relativas’, que
viene a decir que la frecuencia relativa de un suceso, cuando el nimero de realizaciones del experi-
mento se va haciendo grande, se aprorima a su verdadera probabilidad. Cuanto mds grande sea el
numero de repeticiones del experimento, mayor serd la fiabilidad de la probabilidad que obtengamos.

Es decir, en el ejemplo anterior, si en lugar de haber sacado 200 cartas hubieramos sacado s6lo
100, la fiabilidad de las probabilidades obtenidas para cada suceso, seria menor que la que obtenemos
con las 200 extracciones y al revés, si hubiéramos sacado 10000 cartas, las probabilidades habrian
sido mas fiables que con las 1000 cartas que hemos sacado en el experimento.

En cualquier caso, la tabla obtenida tras la realizacién de las 1000 extracciones es mas fiable
que la obtenida tras sacar 200 cartas.

Ejercicio 2.1.2 Realiza el siguiente experimento: efectia 20 repartos de mus, es decir, cuatro
cartas de la baraja, y anota si en cada reparto se ha obtenido: una pareja, una media, un diplex o
ninguno de ellos.

Construye la tabla de frecuencias relativas de ese erperimento y después asigna probabilidades
a esos sucesos. ;Crees que son fiables esas probabilidades? ;Por qué?

En la siguiente seccion, vamos a asignar probabilidades a los sucesos de otra forma. No nece-
sitaremos realizar el experimento para conocer dichas probabilidades por lo que en algunos casos,
serda un método bastante mas sencillo que el explicado anteriormente.

2.1.2 Regla de Laplace: probabilidad tedrica

Como has podido comprobar, resulta bastante tedioso asignar probabilidades a partir de las
frecuencias relativas, pues es necesario realizar el experimento una gran cantidad de veces para
conseguir una buena aproximacion de la verdadera probabilidad de un suceso y, aun asi, nunca
estaremos seguros de conseguirla.

Por esa razén es necesario introducir un método alternativo para el cdlculo de probabilidades
que sea mas manejable.

Imaginemos el ejemplo de antes: tenemos la baraja del mus y vamos a sacar una carta. Queremos
conocer las diferentes probabilidades de todos los posibles sucesos.

Bien, es logico pensar que la baraja esta bien hecha y, por tanto, sacaremos una carta con igual
probabilidad que otra. Es decir, no hay cartas mas grandes que otras, ni cartas dobladas,... en
otras palabras, la baraja no estd trucada y por tanto podems sacar cualquiera de las cuarenta cartas
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con las mismas posibilidades. Se dice en este caso que son sucesos equiprobables. Otros sucesos
equiprobables pueden ser el nimero que sale tras el lanzamiento de un dado (con igual probabilidad
sale uno, dos,... seis) o el hecho de salir cara o cruz en el lanzamiento de una moneda (con igual
probabilidad sale cara o cruz), siempre y cuando no estén trucados.

Volvamos a nuestro ejemplo con la baraja del mus. Tenemos cuarenta cartas, todas ellas iguales
en peso, forma,... Entre ellas hay 8 ases, por tanto parece légico pensar que de cuarenta extracciones
de cartas, aproximadamente en ocho saldrd un as. Esto es algo tedrico, pues puedes comprobar
que no siempre ha de ser asf en la préctica (si sacas cuarenta cartas, lo mismo te salen 3 ases que
te salen 12). Pero el hecho de que haya 8 ases, nos da una idea de cuan probable es que salga esa
carta.

Asi pues, diremos que la probabilidad de que salga un as es %. Es una probabilidad tedrica,
repetimos, en la practica no siempre se dara que de cuarenta extracciones, en ocho de ellas saquemos
un as. En este experimento, como hay cuarenta cartas en total, diremos que en este experimento hay
cuarenta casos posibles (podemos sacar cuarenta cartas diferentes) y ocho casos favorables porque
el suceso que estamos analizando (sacar un as) tiene ocho oportunidades de darse.

Ahora, una vez introducidos estos conceptos, podemos enunciar la regla de Laplace para el
célculo de probabilidades, que dice:

Definicién 2.1.1 (regla de Laplace) Si todos los sucesos elementales de un experimento son
equiprobables, y tenemos un suceso cualquiera A de dicho experimento, entonces se tiene que

P(A) = N° total de casos favorables al suceso

N° total de casos posibles

Donde el ”N° total de casos favorables al suceso” son las posibilidades reales de obtener ese
suceso.

Esta fue la primera definiciéon formal de probabilidad que se di6 en la historia, y lo hizo Pierre
Simon de Laplace.
Ahora, estds en disposicion de hacer correctamente los siguientes ejercicios:

Ejercicio 2.1.3 Calcula las probabilidades, utilizando la regla de Laplace, de obtener cada una de
las diferentes cartas en el experimento de sacar una carta al azar de la baraja del mus.

2.2 Extracciones con y sin reemplazamiento. Diagramas de
arbol.

Vamos a plantear en esta seccién unos nuevos experimentos algo més complejos, en lugar de
sacar una sola carta, vamos a sacar varias. Tras el estudio de esta seccién, podremos analizar en
profundidad las diferentes jugadas del mus.

2.2.1 Extracciones con reemplazamiento
Comencemos por una situacion sencilla, sacamos dos cartas de la baraja del mus, de una en una
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y devolviendo la carta a la baraja una vez observada. A este proceso lo llamaremos extracciéon con
reemplazamiento.

Si llamamos A; al suceso ”La primera carta es un rey” y As al suceso ”La segunda carta es una
sota”, nos podriamos preguntar cudl es la probabilidad de que se den esos dos sucesos a la vez, es
decir, que la primera carta elegida sea un rey y la segunda una sota.

Para calcular la probabilidad de este suceso, dibujamos el siguiente diagrama, llamado diagrama
de arbol:

KING
KING

3/40

4740

KING
TJAK

JAK
KING

8/40

4/40

JAK
JAQK

La probabilidad de que la primera carta sea un rey y la segunda una sota, es el producto de las
probabilidades del camino hasta llegar al resultado (la regla del producto), es decir, % . % = %

Sin embargo, si lo inico que queremos es que las dos cartas sean un rey y una sota sin importar
el orden en el que aparezcan, nos tenemos que plantear que salgan (rey, sota) por ese orden, o el
orden inverso (sota, rey).

Si llamamos B al suceso ”La primera carta es una sota” y Bs al suceso ”La segunda carta es
un rey”, para que se de la combinacién (sota, rey) se tiene que dar el suceso By N Bs.

Por el mismo razonamiento de antes, y con un arbol similar al anterior, obtenemos que la
probabilidad de obtener (sota, rey) es % . 4% = %.

Por tanto, para obtener la probabilidad de obtener una sota y un rey sin importar el orden,

sumamos las probabilidades anteriores ” (rey, sota) + (sota,rey)” (regla de la suma), y obtenemos
1 1 1

50 T 50 — 25°

Ejercicio 2.2.1 Cualcula en el experimento anterior la probabilidad de que las dos cartas sean ases,
dibujando su drbol respectivo.

En el siguiente apartado veremos otro tipo de extracciones en las que no se devuelven las cartas
una vez observadas.



2.2.2 Extracciones sin reemplazamiento

En los experimentos realizados antes, devolviamos las cartas a la baraja una vez observadas pero,
;qué pasaria si no las devolvemos? Bien, la cosa cambia pero el razonamiento es méds o menos el
mismo, lo inico que varian son las segundas probabilidades, es decir, las probabilidades referentes
a la segunda extraccién de cartas. Es logico, ya que si en la primera extracciéon tenemos cuarenta
cartas, en la segunda sélo tendremos 39, pues la primera que cogimos no es devuelta.

Entonces, en el ejemplo de antes, si queremos que la primera carta sea un rey y la segunda sea
una sota el arbol es el mismo, sélo cambian las probabilidades en la segunda extraccién.

Vamos a calcular de nuevo las probabilidades de obtener un rey y una sota en ese orden, pero
esta vez con unas extracciones diferentes, sin devolver las cartas a la baraja una vez observadas.
Son las llamadas extracciones sin reemplazamiento. El arbol de este experimento es muy parecido
al anterior, vedmoslo.

KING
KING

7739

4/39

KING
TJAK

JACK

E
=
[+

3/39

3/39

JAK
JAQK

En este caso tenemos que la probabilidad de obtener (rey, sota) es % . %.

Notar que en este caso el segundo factor es % porque al no devolver la primera carta que
cogimos, nos quedaran soélo 39, entre las que hay cuatro sotas.

Igualmente calcularfamos la probabilidad de obtener la combinacién (sota, rey) en dos extrac-
ciones sin reemplazamiento, y saldria % . %

Y de nuevo, si queremos calcular la probabilidad de obtener sota y rey sin importar el orden,
en dos extracciones sin reemplazamiento, solo tenemos que aplicar la regla de la suma, por lo que
nosquedaquees%~% f—0~%:2%~%
Ejercicio 2.2.2 Haz lo mismo que en el ejercicio anterior pero suponiendo que hacemos extrac-
ciones sin reemplazamiento.



2.3 Definicién axiomatica de probabilidad (1° BACH)

Ahora, en esta seccién, vamos a introducir una definicién més abstracta de la probabilidad. Lo
haremos a partir de unos principios que aceptaremos como evidentes (a los que llamamos axiomas).
Estos axiomas son:

1. Para cada suceso A, su probabilidad es un nimero entre 0 y 1, es decir,

0<P(A) <1

2. P(E) =1, donde FE es el suceso seguro.

3. Si Ay B son dos sucesos incompatibles, se tiene que

P(AUB) = P(A) + P(B)

A partir de estos axiomas, podemos deducir una gran cantidad de propiedades que cumple la
probabilidad, las mas importantes son:

1. Si denotamos por A€ el suceso complementario de A, se tiene que
P(A°)=1-P(A)
Ejercicio 2.3.1 Demostrar esta propiedad a partir de los axiomas anteriores.

2. Si tenemos un conjunto de sucesos A, As, ..., A, que son incompatibles dos a dos (4;NA4; =
() Vi # 7), se tiene que

Como caso particular, podemos estudiar el caso en el que el cunjunto de sucesos A1, Ao, ..., A,
.z n .

cumple también que (J;_; A; = E, donde E representa el suceso seguro. En este caso decimos

que el conjunto de sucesos A1, As, ..., A, es un sistema completos de sucesos, y se tiene que

Z?:l P(Ai) =1

3. Si el espacio muestral se puede descomponer en mn sucesos elementales, pongamos E =
{z1,...,z,}, entonces se tiene que

P(z1) + P(z2) + ... + P(zn) = Y Pla) =1

i=1

Como caso particular, si la probabilidad de cada suceso elemental es la misma, es decir,
P(z;) = 1/n,y A es un suceso compuesto por k sucesos elementales, se tiene que P(A) = k/n,
que es nuevamente la regla de Laplace.
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4. Si Ay B son dos sucesos cualesquiera, se cumple que
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
Esta propiedad se puede extender al caso de tres sucesos, cumpliéndose que

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC)

Ejemplo 2.3.1 Supdn que realizamos el siguiente experimento: escogemos cuatro cartas de la bara-
ja del mus con reemplazamiento. En cada eleccion apuntamos si la carta elegida es figura (sota,
caballo o rey) o no lo es y al final anotamos todas las figuras que nos han salido.
Consideramos como espacio muestral el nimero de figuras que han salido, (0,1,2,3 6 4).
a)Describir los sucesos elementales y calcular sus probabilidades.
Los sucesos elementales son
A; = ’han salido i figuras, i = 0,1,2,3,4
Como hay 16 figuras en total se tiene que, aplicando la regla de Laplace, la probabilidad de sacar

una figura al azar en la baraja del mus es 411—8 = % y la probabilidad de sacar una carta que mo sea

figura es % = g A partir de eso y haciendo cdlculos como los realizados anteriormente en este

apartado, se puede ver que las probabilidades de estos sucesos son, respectivamente:

34 233 2

P(Ag) =% . P(A) =455 . P(4) =6

(S8 V)
ol w
o
[\)
w
w
[\)
IS

b) Si B = ”"Ha salido alguna figura”, calcula P(B).

Tenemos que B = AS, asi pues, P(B) = P(A§) =1 — P(Ag) =1- 32" =

¢) C = "Han salido tres ¢ mds figuras”

C = A3 U Ay, y ademds A3 N Ay = (). Entonces tenemos que P(C) = P(A3 U Ay) = P(A3) +
P(Ag) =423 4 20 =

2.4 Calculo de probabilidades en casos complejos

2.4.1 Probabilidad condicionada

Volvemos a repartir las cartas. Son repartidas de uno en uno y nuestro turno es el cuarto, es
decir, el ultimo. Al primer jugador le ha tocado un rey, al segundo un as y al tercero una sota.
; Cuadl es la probabilidad de que nos toque a nosotros un as? Aplicando la regla de Laplace, podemos
decir que la probabilidad de que nos toque un as es 3—77, debido a que ya han sido repartidas tres
cartas y por tanto en la baraja solo quedan 37, y uno de los ases fue a parar al segundo jugador,
por lo que solo quedan siete en la baraja. Imagina ahora, que ninguno de ellos hubiese recibido un
as, jcual seria entonces la probabilidad de que nos tocara a nosotros uno? En este caso, quedarian
aun los ocho ases en la baraja, y por tanto ahora la probabilidad seria %. Pero, ;v si dos de ellos
tuvieran un as? ;Con qué probabilidad nos tocaria a nosotros otro? En este caso, seria % Como
puedes ver el valor de las probabilidades de que nos toque un as, varia segun las cartas que tengan
nuestros contrincantes. Es decir, la probabilidad de un suceso puede depender de la informacién
que tengamos antes de realizar el experimento. En este caso, la informacion que tenemos previa son
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las cartas de nuestros contrincantes, es decir, sabemos que cartas van a faltar en la baraja cuando
nos toque nuestro turno.

En estos casos, es muy sencillo calcular las probabilidades, pero hay otros en los que nos ten-
dremos que apoyar en la férmula de la probabilidad condicionada.

Volvamos al ejemplo introducido antes. Si llamamos A al suceso "Mi carta serd un as” y B
al suceso ”Los tres primeros jugadores han recibido: rey, as y sota respectivamente”, nosotros
queremos calcular P(A), pero sabiendo las cartas que tienen los otros, es decir, sabiendo que se ha
dado el suceso B. Es decir, queremos calcular la probabilidad del suceso A condicionado a B, y lo
denotaremos A/B. Para ello podemos aplicar la férmula de la probabilidad condicionada, que dice:

P(ANB)
P(B)

Por tanto, tendremos que calcular P(ANB) y P(B). Para calcular P(B) aplicamos lo aprendido
antes en las extracciones sin reemplazamiento, y con un razonamiento similar obtenemos que

P(A/B) =

8§ 8 4

PB)=—.= .~
(B) 40 39 38

mientras que para que se de AN B tiene que ocurrir que los cuatro jugadores reciban un rey, un as,

una sota y un as, es decir que
8 8 4 7

P(ANB) = — .2 ..
(4N B) 40 39 38 37

Por tanto, aplicando la férmula de la probabilidad condicionada, tenemos que

P(ANB 8 .8 4 7 7
P(A/B) _ (P(B) ) _ 4013.913.8i37 — §

como ya sabiamos antes.
En este caso, podriamos haber resuelto la cuestion sin recurrir a la férmula de la probabilidad
condicionada, pero en otros casos es necesario utilizarla.

Definicién 2.4.1 La probabilidad de que se dé un suceso A condicionado al suceso B, al que
denotamos A/B, es
P(ANB)
P(A/B)= ————=
(A/B) = =55
2.4.2 Independencia de sucesos

Volvamos por un momento un poco atras en nuestras explicaciones y pensemos en el ejemplo que
vimos en el apartado de los diagramas de arbol. Si recuerdas, tuvimos que hacer muchas operaciones
para calcular las probabilidades pedidas, y eso que ese era un caso de los mas sencillos. Imagina que
si en lugar de dos posibles resultados en cada extraccién (rey o no rey en la priemra extraccién y
sota o no sota en la segunda) tuviésemos tres, habria en total 9 posibilidades, si hubiera cuatro casos
en cada extraccién, tendriamos en total 16 posibilidades tras la segunda extraccién. En general,
si tenemos n posibles resultados en cada extraccién, después de dos extracciones tendriamos que
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analizar n? casos, lo cual es bastante. Y esto es sélo si hablamos de dos extracciones, si fuesen

tres, tendriamos n3, si fuesen cuatro n*,... Lo que queremos decir es que la técnica del diagrama
de arbol, sélo es ttil en casos muy sencillos, en cuanto los nimeros se vayan haciendo un poco més
grandes, el arbol se hace casi imposible de dibujar.

JHabria alguna forma mas sencilla de calcular la probabilidad de este tipo de sucesos? Pues si,
pero antes tenemos que estudiar un concepto nuevo: la independencia de sucesos aleatorios.

Definicién 2.4.2 Dado un experimento aleatorio, y dos sucesos cualesquiera de ese experimento,
llamémosles A y B, decimos que esos dos sucesos son independientes si no importa que se dé uno
de ellos para que se cumpla el otro, es decir

P(A/B)=P(A) y P(B/A)=P(B)
De las férmulas anteriores, se puede deducir que si dos sucesos son independientes, se tiene que
P(AnB)=P(A)- P(B)

Este resultado es de gran utilidad para el calculo de probabilidades en la repeticion de sucesos
aleatorios. Asi, si repetimos n veces un experimento, siendo el resultado en cada ocasién indepen-
diente de las anteriores, y queremos calcular la probabilidad de que ocurra el suceso A; en cada
repeticién, Vi = 1,...,n, tendremos que la probabilidad de que se den todos esos sucesos, que sera
el suceso interseccién de todos ellos Ay N AsN...NA,, es

P(AyNAyN...NA,) = P(Ay) - P(Ay) - ... P(Ay)

Ejemplo 2.4.1 Si elegimos dos cartas de la baraja del mus al azar con reemplazamiento, scudl
serd la probabilidad de que hayan sido elegidas dos figuras? ;Y dos cartas que no sean figuras? ;Y
una de cada tipo?

Si llamamos A al suceso ”la primera carta es una figura” y B al suceso ”La seqgunda carta es
una figura”, tenemos que el suceso ”"Las dos cartas son figuras”, es el suceso AN B. Claramente
son sucesos independientes, ya que hemos hecho extracciones con reemplazamiento, y por tanto las
condiciones en ambas extracciones son las mismas. Asi, tenemos que

16 16
40 40
El suceso ”"Las dos cartas son no figuras”, se representa en funcion de los sucesos A y B, de

la siguiente manera A€ N B¢. También son sucesos independientes. Por tanto, se puede calcular la
probabilidad de este suceso ast

P(ANB) = P(A) - P(B)

24 24
40 40

En el suceso ”Una carta es figura y la otra no”, se representa en funcion de los sucesos A y B,
de la siguiente manera A°N B y AN B¢, ya que puede ser que la primera sea figura y la sequnda
no y al revés. Ast, el suceso que queremos estudiar, serd la union de ambos, (A°N B)U (AN B°).
Por tanto, como son sucesos incompatibles, (disjuntos ya que (AN B)N(ANBY) C ANA°=0=
(A°NB)N (AN B°) =0),se puede calcular la probabilidad de este suceso asi

P(A°N B%) = P(A°) - P(B°) = (1 — P(A)) - (1 — P(B))

(P(A°NB)U(ANBC)) = P((A°NB))+P((ANB)) = P(A°)-P(B)+P(A)-P(B°) = %%+%%

Puedes ver cudl es el suceso mds probable de los tres.
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Ejercicio 2.4.1 Considera el siguiente experimento: Elige al azar dos cartas de nuestra baraja con
reemplazamiento, es decir, devolviendo a la baraja la primera carta una vez observada y antes de
realizar la sequnda extraccion. Suma el valor numérico que le da el mus a ambas cartas. Responde
a las siguientes preguntas:

a) Describe el espacio muestral, el suceso sequro y un suceso imposible del experimento.

b) Calcula la probabilidad de que la suma de las cartas sea 20.

¢) Calcula la probabilidad de que la suma sea menor o igual que seis.

Ejercicio 2.4.2 Haz lo mismo que en el ejercicio anterior pero suponiendo que elegimos al azar
cartas SIN reemplazamiento.

2.4.3 Probabilidad total

Imagina que seleccionamos dos cartas cualesquiera de la baraja, sin reemplazamiento. Observa-
mos la primera carta, y después la segunda. ;Cudl es la probabilidad de que la segunda carta sea un
rey? Con los conocimientos que ya tenemos, facilmente podemos decir que, si la primera carta fue
un rey, la probabilidad de que la segunda también lo sea es %. Sin embargo, si la primera no lo fue,
entonces tenemos que la probabilidad de que la segunda carta sea un rey es %. Como ves, depende
de que tipo de carta fue la primera para poder asegurar algo sobre la segunda. En el apartado de
la probabilidad condicionada, partiamos con la ventaja de que lo sabiamos, sabiamos qué tipo de
carta era la primera. Pero ahora no. ;Cémo solucionamos ese problema? Pues teniendo en cuenta
ambas posibilidades, que la primera carta sea un rey o que no lo sea. Veamos como lo resolvemos:

Consideremos los siguientes sucesos aleatorios:

1. A; = 7La primera carta es un rey”

2. Ay = 7La segunda carta es un rey”

Queremos calcular P(A3). Pues bien, vamos a tener en cuenta si se da A; o no se da. ;Cémo?
Dividiendo P(A2) en varias probabilidades que son més sencillas de calcular. Para ello vamos a
recurrir a las propiedades de las operaciones con los sucesos.

Si consideramos a A; como el suceso complementario de A;, claramente tenemos que

A1UZ1:E, Alﬁzlz(ﬁ
Asi pues, tenemos que
A2 ZAngﬁAg = (AQﬂAl)U(Agmzl)

Ademaés, como .
(A2 ﬂAl) n (A2 ﬂAl) = @

tenemos que

P(Ay) = P(Ay N Ay) + P(Ay N AY)

Aplicando la férmula de la probabilidad condicionada, obtenemos

P(AsNAy) = P(A2/A1)P(Ar)
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P(Ay N Ay) = P(Ay/A)P(Ay)

Y esas dos probabilidades si las podemos calcular facilmente, aplicando la regla de Laplace y
las técnicas vistas para las extracciones sin reemplazamiento. Asi, tendremos que:

7 8
P(As/A)P(A]) = — - —
(A2/A1)P(A1) = 55 - 15
Y — — 8 32
—_ —_ . — = = /
P(Ag/Al)P(Al)fgg 0= 02

Como ves, hemos dividido la probabilidad en dos sumando: un primer sumando en donde
suponemos que la primera carta es un rey, A;, y otro en el que suponemos que la primera carta no
es un rey, A.

Los sucesos A; y A; tienen dos caracteristicas muy especiales

Alﬂzlz(l) y Aluzle

Esta técnica la podemos aplicar como regla general:

Si tenemos un conjunto Ag, As, ..., A,, de sucesos incompatibles dos a dos (4;NA; =0 Vi # j),
cumpliendo que A; U As U...UA,, = E, (si cumplen esas dos condiciones, decimos que ese conjunto
es un sistema completo de sucesos), entonces la probabilidad de un suceso S C E es

P(S)=P(A;1)- P(S/A1) + P(As) - P(S/A2) + ... + P(A,) - P(S/A,)

que es la llamada férmula de la probabilidad total.

La parte mas dificil a la hora de aplicar esta férmula, es escoger bien el sistema completo de
sucesos, ya que una mala eleccién sélo nos provocaria mas dificultades en la resolucion del problema.
Se tendran que estudiar cudles son los sucesos que nos convienen, porque una mala eleccién de el
sistema completo de sucesos no nos ayudaria a resolver el problema.

Ejercicio 2.4.3 Halla la probabilidad, en el mismo experimento que planteamos al principio de la
seccion, de que la seqgunda carta no sea una figura.

Ejercicio 2.4.4 Planteemos el siguiente ejercicio: repartimos tres cartas de la baraja del mus.
Calcula, eligiendo un adecuado sistema completo de sucesos y aplicando la formula de la probabilidad
total, la probabilidad de que la tercera carta sea un as.

¢ Cudl es la probabilidad de que la tercera carta no sea un as?
Indicacion: escoger como sistema completo de sucesos el numero de ases que hayan salido entre las
dos primeras cartas.

2.4.4 Teorema de Bayes

Pongédmonos en la situacién planteada anteriormente como ejemplo. Sacdbamos dos cartas
seguidas sin reemplazamiento. Se nos puede plantear una nueva pregunta: sabiendo que la se-
gunda carta fue un rey, ;cudl es la probabilidad de que la primera también lo fuera? Esta pregunta
puede parecer similar a la que plantedbamos en la anterior seccién, pero tiene una gran diferencia:
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en este caso, ya hemos realizado el experimento completo (hemos visto la segunda carta) y nos
preguntamos qué carta era la primera. Es decir, si llamamos a los sucesos A; y As como antes,
queremos calcular

P(A1/A3)
Aplicando la férmula de la probabilidad condicionada, obtenemos que

P(A1 N Ag)

P(AI/A2) = P(Ag)

Y desarrollando el denominador segin la férmula de la probabilidad total y aplicando de nuevo
la férmula de la probabilidad condicionada en el numerador, obtenemos que

P(Ay/A1)P(A1)

P = 5 TP () + P(As/ A0 PCAY))

El célculo serd sencillo a partir de los que realizamos en la anterior seccién, asi, tenemos que

|~

8
9 40 7

39

w

P(A1/A) = 3

En general, la formula de Bayes se obtiene de la siguiente forma:

Dado un Sistema Completo de Sucesos Aq, Ao, ..., A, y un suceso cualquiera S, queremos calcular
la probabilidad de que se de el suceso A;, sabiendo que al hacer el experimento, se dio el suceso S,
es decir, calcular P(4;/S). Por el mismo razonamiento de antes se tiene que:

P(A;NS) P(S/Aq) - P(Ai)

P(A;/S) = P(S) = S P(S/A;) - P(A)

Donde P(A;) es la probabilidad a priori del suceso A; (se sabe antes de realizar el experimento) y
P(A;/S) su probabilidad a posteriori, pues se calcula una vez realizado el experimento.

Al igual que dijimos en la seccién dedicada a la probabilidad condicionada, para aplicar correcta-
mente la regla de Bayes, hay que elegir un adecuado sistema completo de sucesos, que sera la parte
mas dificil del problema.

Ejercicio 2.4.5 Al sacar dos cartas de la baraja del mus sin reemplazamiento, calcula la probabil-
idad de que la primera carta fuera un siete sabiendo que la sequnda es una sota.

Ejercicio 2.4.6 Sacamos cuatro cartas al azar. Sabemos que la carta que salio en cuarto lugar es
un as. ¢Cudl es la probabilidad de que la primera también lo fuera? ;Y de que la primera fuera
una sota?

Nota: hay que elegir dos sistemas completos de sucesos diferentes para responder a cada prequnta.
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2.5 Resolucién de la pregunta inicial

Deciamos que los cuatro amigos habian echado una partida, y habian obtenido 8 parejas de reyes,
seis medias de ases o reyes y cinco duplex. Discutian cual de esas tres jugadas era mas probable que
ocurriera y no se ponian de acuerdo. Por eso, vamos a ayudarles. Denotaremos a esos tres sucesos
asi:

e RR = "Sacar una pareja de reyes”
e M = "Sacar una media de ases o de reyes”
e D = ”Sacar un duplex cualquiera”

Vamos a calcular sus diferentes probabilidades y veremos cudl es mas posible que salga.

Comencemos por calcular la probabilidad de obtener una pareja de reyes, es decir, P(RR).
Veamos, para obtener esa pareja tenemos que tener dos reyes (obviamente) y de las otras dos,
ninguna puede ser un rey pues si no tendriamos una media o un duplex de reyes, ni tampoco
pueden ser iguales entre si, pues si no tendriamos un duplex de reyes y las otras cartas.

Tendremos que distinguir dos casos, uno en el que una de las cuatro cartas es un as y otro en el
que no, debido a que el n° de ases es diferente al n° de las otras cartas.

Asi, si denotamos el suceso B = ”Sacar un as”, aplicando el teorema de la probabilidad total
tenemos que

P(RR) = P(RR/B)P(B) + P(RR/B)P(B) = P(RRN B) + P(RRN B)

Si denotamos por A un asy a C'y C’ cartas distintas de reyes o ases y también entre si, tenemos
que una pareja de reyes podria ser:

(R, R,A,C)

si sale algin as o
(R7 R7 07 Cc)

si no tenemos ningdn as, y que las cartas (R, R, A,C) y todas sus posibles variaciones de orden,
representan al suceso RR N B mientras que la combinacién (R, R, C, C’) y todas sus variaciones de
orden representan al suceso RR N B.

Comencemos calculando la probabilidad de que se de el reparto de cartas (R, R, A,C) en ese
mismo orden, después calcularemos cuantas posibles reordenaciones hay, y como son todas equiprob-
ables, solo tendremos que multiplicar la probabilidad obtenida por el niimero de variaciones.

Calculemos P(R, R, A,C). La probabilidad de que la primera carta sea un rey es %, de que la
segunda también lo sea es % La probabilidad de que la tercera carta sea un as es 3%, mientras que

la probabilidad de que la cuarta carta sea una diferente a rey o as es %. Por tanto tenemos que

8§ 7 8 24
P(R,R,AC)= ————
(B, R, 4,C) 40 39 38 37
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Calculemos la probabilidad de una variacién de orden en esas cartas, para ver que en efecto son

equiprobables. Por ejemplo,
8 8247 8 7 824
P(A,R G R) = 40393837 40393837 P(R, R 4,0C)

Lo mismo se podria hacer con todas las variaciones, pero creemos que queda suficientemente claro
que son equiprobables.

Una vez hallada la probabildad de uno de ellos, calculemos el nimero total de variaciones de
orden de esa combinacién de cartas.

Tenemos una variacién de cuatro cartas en las que se repiten dos. Recordemos que la férmula
general de las variaciones con repeticion de n elementos en los que hay n; elementos de una clase,
ngy elementos de otra,... y ni de otra es

n!
|74 S
LTk nl'ng'nk'

Por tanto, en nuestro caso tenemos que
4! 24
P(R,R,A,C) = ST = > =12
Asi pues, tenemos que

8 7 824

Para obtener P(RR N B) vamos a seguir un proceso anélogo. Lo primero que vamos a hacer es
calcular P(R, R, C,C"). Utilizando como antes la regla de Laplace carta a carta, obtenemos que
8 72420
PR,R,C,C")= ——"——
(R, R, C,C7) 40 39 38 37
De nuevo todas sus variaciones son equiprobables y también otra vez, tenemos que hay 12 posibles
reordenaciones, ya que vuelven a ser variaciones con repeticién de 4 elementos de los que se repiten
dos. Asi pues, vuelve a haber 12 posibles reordenaciones, todas ellas equiprobables y por tanto, la
probabilidad de obtener una pareja de reyes sin ningin as es
8 72420

p B)=12————
(RENB) 40 39 38 37

Asi pues, aplicando la férmula de la probabilidad total tenemos que

_ 8 7 824 8 72420
P(RR)=P(RRNB)+ P(RRNB) = 12— ——=_ 112 ==

/
— 2
10393837 T 210393837 2

Calculemos ahora P(M). La media puede ser de reyes o de ases. Es decir, la primera carta puede
ser un rey o un as. La segunda tendrd que ser un rey si la primera también lo era o un as si la
anterior era otro as. Con la tercera pasa lo mismo mientras que la cuarta carta no puede ser igual
a las anteriores, pues si no tendriamos un didplex y no una media. Asi pues, la probabilidad de
obtener una media de ases o reyes es

8 7632 87632 167 632

40393837+40393837 40393837
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y son todas equiprobables. Notar que el primer sumando corresponde a la probabilidad de obten-
er una media de reyes y el segundo a la probabilidd de obtenerla de ases. Ademds son sucesos
incompatibles, por lo que se pueden sumar sus probabilidades para obtener el resultado.

Para averiguar el n° de posibles reordenaciones, recurrimos otra vez a la férmula de las varia-
ciones con repeticiéon. En este caso, tenemos cuatro elementos en los que se repiten tres del mismo
tipo y el otro es desigual. Es decir tenemos V3471 = 5 = 4 posibles reordenaciones de las mismas
cartas.

Y multiplicando la probabilidad de una de ellas por todas sus posibles reordenaciones, tenemos
que

3

16 7 6 32
P(M)=4—— "2
(M) =435393837 — V0%

Por ultimo vamos a calcular la probabilidad de obtener un duplex cualquiera en el reparto del
mus. Para ello, vamos a dividir el suceso sacar un diplex cualquiera en los diferentes duplex que
podemos obtener segtn si tienen reyes, ases o los dos.

Asi pues podemos obtener los siguientes duplex:

1. Reyes-Ases (R, R, A, A). P(R,R,A, A) = & L2 L Tenemos variaciones de cuatro elementos
que son iguales dos a dos, es decir, V2 9 = 2‘,12, = 6 posibles reordenaciones. Por tanto, la
probabilidad de obtener un duplex de reyes ases es

8787
40 39 38 37
i . . 87243
2. Un diplex de reyes y otra carta que no seanirey ni as, (R, R,C,C). P(R,R,C,C) = 15355537

En este caso volvemos a tener V2472 = 2‘,1—;, = 6 variaciones, por lo que la probabildad de obtener
este tipo de duplex es

4039 38 37

; . . _ 8 7243

3. Un diplex de ases y otra carta que no sea ni rey ni as, (4, 4,C,C). P(A,A,C,C) = 2523
En este caso volvemos a tener ‘/'2472 2‘,12, = 6 variaciones, por lo que la probabildad de obtener
este tipo de diplex es

4039 38 37

4. Reyes-Reyes (R,R,R,R). Tenemos que P(R,R, R, R) = %%%ﬁ y como todas las cartas son
iguales, tenemos una tinica posible ordenacion, por lo que la probabildad de obtener un duplex

de reyes-reyes es
8 7 6 5

4039 38 37

5. Ases-Ases (A,A A A). Tenemos que P(A, A, A, A) = %%
iguales, tenemos una tinica posible ordenacién, por lo que la
de ases-ases es

£3—57 y como todas las cartas son

38
probabildad de obtener un diplex

4039 38 37
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6. El suceso ”obtener un diplex de cartas que no sean ni ases ni reyes y distintas entre si” se

puede representar como (C,C,C",C"), y P(C,C,C",C") = %33—9%3—37. En cuanto a las posibles
reordenaciones, volvemos a tener V2472 = 2‘,1—;, = 6. Por tanto, la probabilidad de obtener este
tipo de duplex es

24 3 20 3

4039 38 37

7. El dltimo duplex posible es el formado por cuatro cartas iguales y distintas de ases o reyes,
es decir, una combinacién como (C,C,C,C). La probabilidad de que se de es %%%% y como
las cuatro cartas son iguales, solo tenemos una posible ordenacién. Por tanto la probabaildad

de obtener este duplex es

40 3 38 37

Estos sucesos que hemos enumerado, los diferentes diplex, son todos ellos disjuntos y su unién
da lugar al suceso D = ”sacar un duplex cualquiera”. Por tanto, P(D) serd igual a la suma de las
probabilidades obtenidas para los diplex anteriores. Eféctuando cédlculos, resulta que

P(D) = 0035

En definitiva, tenemos que
P(RR) = 0255 P(M) = 0039 P(D)=0035

es decir, claramente la pareja de reyes es el suceso méas probable de los tres, mientras que los sucesos
”sacar una media de reyes o ases” y ”sacar un diplex cualquiera” estan bastante igualados, aunque
con un poco més de probabilidad se dard el primero de ellos.

Con estos calculos, hemos podido dar respuesta a la pregunta que se hacian los amigos al terminar
su partida. Como ves, aunque es mucho mas probable sacar una pareja de reyes que un duplex,
esa proporcion no se ha visto reflejada en la realidad, esto es debido a que cuando decimos que un
suceso es mas probable que otro, no queremos decir que siempre se va a dar en mas ocasiones que el
menos probable, sino que tedricamente tiene mas posibilidades de ocurrir. Esa es la gran diferencia
existente entre teoria y practica.
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Capitulo 3

Distribuciones de probabilidad
unidimensionales

3.1 Objetivos

e Conocer el concepto de distribucién de probabilidad y su motivacion.

e (Calcular la funcién de densidad y la funcién de distribucién de una distribucién de probabil-
idad.

e Entender el concepto de moda, esperanza y varianza de una distribucién de probabilidad
discreta, asi como poder calcularlas a partir de la funcién de densidad o de la funcién de
distribucién.

3.2 El ejemplo

Un inversor bursatil tiene a su disposicién 1000000 de euros para invertir en bolsa. Se esta
planteando dos opciones:

e invertirlo todo a plazo fijo, con lo que se aseguraria un beneficio fijo del 16%
e arriesgarse a un plan de inversiones

Segun el estudio de un analista de bolsa, ese plan de inversiones da los siguientes beneficios
expresados en tanto por ciento:
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Beneficio (%) | Probabilidad
30 015
25 02
20 025
15 0’15
10 0’1
) 01
0 0’05

El inversor tiene que decidir que hacer con su dinero. Se pueden plantear dos preguntas:

El inversor se fia mucho del concepto de ganancia esperada (el dinero que ganaria en prome-
dio si invirtiera muchas veces), ;qué decidir teniendo en cuenta la ganancia esperada del plan de
inversiones, y en pro de obtener un mejor beneficio?

Otra opcidn es: el inversor no se quiere arriesgar mucho y dice que quiere obtener al menos el
16% de beneficio con el 70% de probabilidad. ;Qué debe hacer en ese caso?

Resolveremos este problema, apoyandonos en las distribuciones de probabilidad, concepto que
introduciremos previamente.

3.3 Introduccion. Variable aleatoria discreta y distribuciones
de probabilidad

Anteriormente, hemos estudiado como asignar probabilidades a distintos sucesos aleatorios, pero
todos ellos de forma particular. En este capitulo, veremos métodos generales que luego particu-
larizaremos para cada caso.

Como puedes comprobar, en el ejemplo nos han dado una tabla con las probabilidades de obtener
los diferentes beneficios tras el plan de inversiones. Con ayuda de esa tabla vamos a decidir qué
hacer con el dinero. Antes de nada, tenemos que recordar que las conclusiones que vamos a obtener
son tedricas. Puede que decidamos algo y después el azar, porque las preguntas enunciadas en el
ejemplo dependen del azar, nos quiten la razén y echen por tierra todos nuestros calculos. Adn asi,
la probabilidad nos dard una idea aproximada de cémo ird la ganancia.

Comencemos a analizar el problema.

Definamos el concepto de variable aleatoria discreta.

En nuestro problema tenemos planteado un experimento aleatorio, el beneficio que obtenemos
al meter el dinero en el plan de inversiones. Tras el experimento aleatorio podemos obtener varios
beneficios diferentes en cada caso. Bien, esos posibles beneficios serdn los resultados de nuestro
experimento aleatorio.

Asi pues, si denotamos por

X = "beneficio obtenido al llevar a cabo el plan de inversiones”
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decimos que X es una variable aleatoria discreta y los posibles valores que puede tomar esta
variable son los resultados.

En este caso la variable aleatoria X puede tomar siete resultados o valores (los diferentes benefi-
cios) que denotaremos con la letra z y un subindice en cada caso. Es decir, tenemos que la variable
aleatoria discreta X puede tomar los valores x1, 2, 3, T4, T5, g, x7 donde

1. 2a1=0 = P(X = ;) = 005
2. 29=5 = P(X =x) =01
3.23=10 = P(X =u23)=0
4 ( )=0
5. x5 =20 = P(X = x35) = 025
6. v =25 = P( ) =0
7. 27=30 = P(X=27)=0

Al conjunto de los valores que puede tomar una variable aleatoria discreta y sus respectivas
probabilidades, lo llamamos distribuciéon de probabilidad discreta. En nuestro ejemplo tenemos la
siguiente distribucién de probabilidad:

P(X =1z1)=005, P(X=m)=01, P(X=ua3) =01, P(X=ux4) =015,

P(X =a5) =02, P(X =) =025 P(X=a7)=015,

Légicamente, la suma de todas las probabilidades tiene que ser igual a 1. Esto deriva del hecho
de que si una variable aleatoria discreta toma sus valores en el conjunto {z1,...,z,}, es decir la
variable aleatoria tomarda SEGURO uno de esos valores, es decir,

P(X € {1, an}) =1

pues pase lo que pase la variable cogera uno de esos valores y eso es precisamente lo que definiamos
como suceso seguro, y como son sucesos disjuntos, es decir, la variable aleatoria X no puede tomar
dos valores diferentes a la vez, tenemos que

PX=z1)4+..+PX=u2,)=PX=21 U .. UX=ux,)=PX €{z1,...,2n}) =1

Asi pues, definiremos una variable aleatoria discreta y su distribuciéon de probabilidad como
sigue:

Definicién 3.3.1 Una variable aleatoria es una aplicacion que toma sus valores segun el resultado
de un experimento aleatorio.

Decimos que X es una variable aleatoria discreta, si puede tomar sus valores dentro de un
CONJUNto T1,T2,...,Tn,... que se pueda contar (finito o infinito), con probabilidades respectivas
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P[X = n],P[X = ax2],....,P[X = z,],... y cumpliéndose que 0 < P[X = x,] < 1, Vn y

Las probabilidades dadas anteriormene forman una distribucion de probabilidad para la variable
X, es decir, la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X es la funcion que asigna a
cada uno de sus posibles valores la probabilidad con la que éste es tomado.

En nuestro estudio de variables aleatorias discretas, profundizaremos en aquellas variables que
sélo pueden tomar un conjunto finito de valores, como por ejemplo la situacién que planteamos al
principio del capitulo, solo siete posibilidades.

Como resumen de esta seccién recordemos qué variable aleatoria tenemos en el problema y cual
es su distribucién de probabilidad:
La variable aleatoria es X = el beneficio tras llevar a cabo el plan de inversiones” y su dis-
tribucion de probabilidad es

P(X =121) =005, P(X =ux9)=01, P(X=u23)=01, P(X =uz4) =015,

P(X =a5) =02, P(X =) =025 P(X=ua7)=015,

donde x1 =0, xz2 =5, 3 = 10, x4 = 15, z5 = 20, zg = 25 y x7 = 30.
3.4 Funcién de Distribucion

Si te has dado cuenta, antes hemos asociado a los sucesos z1, ..., 27 con los diferentes beneficios
de una forma especial, en un orden creciente, es decir, al z; le asociamos el méas pequeno, el 0, al
x9 le asociamos el 5,... y al z7 le asociamos el mas grande, el 30.

Eso se ha hecho asi no por casualidad, sino porque nos va a servir para definir una nueva
funcidén relacionada con la variable aleatoria X y que la caracterizard univocamente, la funcién de
distribucién que definiremos mas adelante.

Antes de eso vamos a responder a la segunda pregunta del problema. El inversor quiere que la
probabilidad de obtener al menos el 16% de beneficio sea superior a 0’7 en el plan de inversiones.
Si eso no es asi, meterd todo su dinero a plazo fijo donde se asegurard el 16% de beneficios.

Es decir, en términos de nuestra variable aleatoria, quiere que P(X > 16) > 0'7. ;Cémo
calculamos esto? Muy fécil, cogemos los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria
discreta X y sumamos sus probabilidades. En nuestro problema tenemos que

P(X >16) = P(X =20) + P(X =25) + P(X =30) =

—P(X=ua5) + P(X=a6) + P(X=27)=025+02+015=06

Por tanto, en nuestro problema de inversiones, tenemos que la probabilidad de obtener un
beneficio superior al 16% es sélo del 0’6, frente al 0’7 que se queria asegurar el inversor. Por tanto
deberiamos aconsejar al inversor que no llevara a cabo el plan de inversiones y metiera el dinero a
plazo fijo donde si obtendria seguro ese 16%.
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Vamos a definir ahora esa funciéon de la que habldbamos antes y que nos caracterizara nuestra
variable aleatoria de forma univoca. Ademads, con esa funcién también podremos dar respuesta a
la pregunta que respondfamos antes. Esa funcién es la funcién de distribucién (FDD). Pasemos a
definirla:

Definicién 3.4.1 Si tenemos los posibles valores que puede tomar una variable aleatoria discreta
X ordenados de forma creciente, 1, ..., X, definimos la funcion

F:R—0,1]
de la siguiente manera
Fz)=P(X <z) VYzxeR

Para un valor posible de X, x;, tenemos que P(X < x;) = P(X =z1) + P(X =29) +...+ P(X =
x;), por tanto P(X < z) para un z cualquiera de R, tendremos que P(X < z) serd la suma de las
probabilidades de todos los x; menores o iguales que z, es decir,

P(X<z)= ) P(X=ux)
x; <z

Asi pues, en el ejemplo del plan de inversiones tenemos que F' es:

e Sixz <0, F(x)=0, puesno hay ningin z; <0

e Size[0,5) F(x)=P(X =ux)=005.

e Size[5,10) F(z)=P(X =x1) + P(X =122)=005+01=015.

e Size[l0,15) F(z)=PX =z1) + P(X =22) + P(X =23)=005+01+01=025.

e Siz € [15,20) F(zx) = P(X =x1) + P(X = 22) + P(X = 23) + P(X = 14) =
0054+ 01+ 014015 =04

e Sixze[20,25) F(z)=P(X=m1) + P(X=u23) + PX=u23) + PX=124) + PX=
25) =005+ 0'1+01+015+02=06.

e Size[25,30) F(z)=P(X=m1) + P(X=u23) + PX=u23) + PX=u124) + PX=
x5) + P(X =26) =005+01+01+015+ 02+ 025 = 0'85.

e Siz>30 Flx)=PX =) + PX=22) + PX=u23) + P(X =24) + P(X =
z5) + P(X=26) + P(X=27)=005+014+01+015+02+025+015 = 1.

En resumen, podemos expresar la funciéon F' como sigue:

0 sixz <0

0’05 sio<z<5b
0’15 sib<xz<10
025 sil0 <z <15
0’4 silb<x <20
0’65 si20 <x <25
0’85 si2b <x <30
1 six > 30
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Como puedes ver, tenemos que definir la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta
a trozos, y los saltos de continuidad estdn en los puntos donde la probabilidad es estrictamente
positiva.

La funcién F nos sirve para calcular la probabilidad de que una variable aleatoria tome valores
menores o iguales a uno dado. Asi pues podemos calcular la probabilidad que nos pedia el problema
utilizando esta funcion de la siguiente manera y utilizando las propiedades de la probabilidad del
suceso complementario:

P(X>16)=1-P(X<16)=1—-F(16)=1-0'4=06

tal y como calculamos antes.
Notar que hemos utilizado que el suceso complementario de que X > 16 es el suceso X < 16.
La funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta tiene unas caracteristicas especiales,
que son:
1. lim F(z) =0

x—0

2. lim F(z) =0

r—+00
3. F es creciente en todo R.

4. F es continua a la derecha en todo R, es decir,

lim F(z) — F(z°) =0 Va’eR

r—x0

Ademas, los puntos de discontinuidad por la izquierda seran los puntos donde la variable
aleatoria discreta asociada a esta funciéon puede tomar sus valores.

Si te fijas en la funcién de distribucién que hemos hallado, cumple todas las condiciones, ademaés
los puntos de discontinuidad son 0, 5, 10, 15, 20, 25 y 30, que son efectivamente los puntos en donde
la variable aleatoria discreta X puede tomar sus valores segun el estudio que ha realizado el analista.
Todo esto serd tedrico, pues es facil pensar que esta variable podra tomar otros valores.

Por otro lado, si tenemos una funcién que cumpla las condiciones descritas arriba, podremos
decir que es una funcién de distribucién asociada a una variable aleatoria discreta.

PONER EJEMPLO

Si por el contrario una funcién no verifica alguna de las cuatro condiciones especificadas arriba,
quedard autométicamente descartada como funcion de distribucion.

3.5 La Moda

Tal y como ocurre en la vida real, la moda en una variable aleatoria es el valor que mas se repite.
Cuando se dice que una clase de ropa estd de moda, queremos expresar que hay mucha gente que
se la pone, es decir, si cogemos a una persona al azar, esta llevard puesta esa ropa con mayor
probabilidad que cualquier otra prenda de vestir. Andlogamente, si una variable aleatoria toma
valores dentro del conjunto {z1,xs,...,x,}, la moda serd aquel x; que dé el méximo en la funcién
de probabilidad.
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En el ejemplo del inversor, el beneficio que mas se repite en el plan de inversiones, es decir, el
que tiene una mayor probabilidad de ocurrir, es obtener el 20% de beneficio. Decimos entonces,
que ese valor de la variable es la moda de la distribucion.

3.6 La Esperanza

Ahora vamos a responder a la primera pregunta del problema. El inversor queria conocer el
valor esperado de beneficios a plazo fijo para después decidir qué hacer con el dinero. Metiendo el
dinero a plazo fijo, el beneficio esperado es facil de calcular, pues como hay una sola posibilidad
(ganar el 16%) esa es la que se dard. Sin embargo en el plan de inversién propuesto, no tenemos
esa seguridad. Por eso hablaremos de esperanza, valor esperado, beneficio esperado, media,...

La esperanza es una medida que nos proporciona una aproximacién de el promedio que cabe
esperar que ocurra en un experimento tras un n° grande de repeticiones. En un juego, la esperanza
serd el valor que ’esperamos’ ganar (o perder) después de un n° elevado de apuestas.

Es una media tedrica que nos indica el valor promedio que cabria esperar al realizar el experi-
mento aleatorio un n° elevado de veces.

Si en una distribucién de frecuencias definfamos la media aritmética como

n
T = Zfﬂz‘fi
i1

donde z; son los valores que puede tomar la variable y f; son sus respectivas frecuencias relativas, en
una distribucién de probabilidad sustituimos la frecuencia relativa de cada valor por su probabilidad.

Definicién 3.6.1 La media o esperanza matemdtica de una variable aleatoria X que toma sus
valores en un conjunto {x1,...,xn} con probabilidades respectivas {p1,...,pn}, (es decir, P[X =
x| =pi, Vi€ {1,2,...,n}), ala que llamaremos u ¢ EX, se calcula mediante la expresion

EX =p= Z TiPi
i=n

Asi pues en nuestro problema el beneficio esperado al llevar a cabo el plan de inversiones es:
7
= ZziP(X =ux;) =
i=1

=0-005+5-01+10-01+15-015+20-025+25-0'2+30- 015 = 18'25

Es decir, el beneficio esperado que obtendremos llevando a cabo el plan de inversiones es el
1825%, superior al 16% que nos ofrece el mercado de valores.

Claramente el inversor que confie en el valor esperado arriesgard y llevarda a cabo el plan de
inversiones en pro de obtener un mayor beneficio.
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3.7 La Varianza

Supongamos ahora que un inversor quiere conocer un intervalo en el cual se movera con una alta
probabilidad el beneficio que obtendréd en el plan de inversiones. ;Cémo podemos calcular uno?
Daremos herramientas en este apartado para poder construir un intervalo con esas propiedades,
aunque antes hay que decir que este es muy simple y por ello no muy fiable. Para obtener intervalos
mas fiables habrd que estudiar inferencia estadistica. Pero eso es otro tema diferente.

Hay veces en las que los posibles valores de una variable aleatoria discreta estan muy esparcidos
y lejos de la media. Es légico pensar que si los valores estan todos mas o menos cercanos a la
media, entonces una gran parte de los valores de la variable estardn en un entorno reducido del
valor esperado. Gracias a esta nueva medida, la varianza, daremos un intervalo en el cual se movera
con una cierta seguridad el beneficio que obtendremos al llevar a cabo el plan de inversiones.

Para medir el grado de concentracién de los valores de una variable en torno a su media,
utilizaremos la varianza. La varianza es una medida que nos indica lo alejados que estan los valores
respecto de la media. Por tanto, serd légico pensar que utilizaremos expresiones como (z; — p)?,
dado que este numero nos indica la distancia existente entre el posible valor x; y la media de
la distribucién p. Luego sumaremos todas esas desviaciones y obtendremos una medida de la
desviacion total que sufren los valores de la variable.

También habra que tener en cuenta que en la formula de la varianza tendremos que dar un valor
6 peso a cada una de las probabilidades de los valores posibles de la variable, y que ese peso debera
ser proporcional a la distancia que separa a dicho valor de la media 6 esperanza de la variable. Para
aclararnos un poco veamos la definicién de varianza.

Definicién 3.7.1 Dada una variable aleatoria discreta que toma valores en el conjunto x1, ..., %y
con probabilidades respectivas p1, ..., pn, se define la varianza de la variable aleatoria discreta X, y

la denotamos por o2, como

n

0® = (xi —)’pi
i=1
Cémo puedes ver, al multiplicar cada uno de los cuadrados por las probabilidades p;, estamos
dando mas valor en la férmula a las distancias de los valores mas probables de ser tomados por la
variable X.
Hay otra manera de calcular la varianza de una distribucién de probabilidad. Veamos como se
obtiene a partir de la definicién de varianza:

0% = Z(fﬂi — 1)’p;
i=1
por la definicién anterior, si desarrollamos el cuadrado dentro del sumatorio, nos quedara:
n n n n
D (@ = 2w)ps =Y wipi+ Y pipi— Y 2mipps
1=1 i=1 i=1 i=1

Si ahora separamos el sumatorio en tres, nos quedara
n n n
2. + R 2 . .
TiPi Hpi TilpPi
i=1 i=1 i=1
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Operando en el segundo y tercer sumatorio, podemos sacar la p fuera, ya que es constante, y nos

quedara
n n n
doapi+ ) pi—2m)  wps
i=1 i=1 i=1

Como X es una variable aleatoria y los p; son su distribucién de probabilidad, tenemos que
Z?Zl p; = 1y, por la definicién de esperanza, sabemos que Z?Zl T;p; = W, por tanto, sustituyendo
en la expresion anterior, tendremos que

n n
Yo aipi+ = 2up =7 alp; i
i=1 i=1

que es una férmula maés sencilla a la hora de hacer calculos a mano.
Por tanto, podemos decir que
n
2 _ 2 2
o= E Tipi —
i=1

Entre las propiedades més importantes de la varianza, cabe destacar que, por su propia defini-
cién, es una medida positiva, es decir, o2 > 0 siempre.

Vamos a practicar cdlculando la varianza de la distribucién de probabilidad del beneficio que
obtendremos al invertir el dinero en el plan de inversiones descrito.

Recordemos que nuestra distribucién de probabilidad era:

P(X =11) =005, P(X =x)=01, P(X=ux3)=01, P(X =uz4) =015,

P(X =a5) =02, P(X =) =025 P(X=ua7)=015,

donde x1 =0, xz2 =5, 3 = 10, x4 = 15, 5 = 20, zg = 25 y 7 = 30.
Asi pues, por la férmula de la varianza tenemos que

7
o = aipi—p® = 0-0/05425-0'14+100-0'14225-0'154400-0'25+625-0'2+900-0'15—333/625 = 73'1775
i=1

Pero este valor no nos servird para calcular el intervalo del que hablabamos antes, ya que es
una medida que expresa las unidades de la media o esperanza al cuadrado, por lo que no se pueden
restar. Para solucionar ese problema definimos otra nueva medida que seré la raiz cuadrada positiva
de la varianza y a la que llamaremos desviacién tipica.

oc=+Vo?

En nuestro ejemplo tenemos que o = 8'55.

Asi pues, diremos que con una cierta probababilidad, mayor o menor segun el caso, el valor que
tome la variable aleatoria discreta X estard en el intervalo (u — o, + o).

En nuestro ejemplo ese intervalo es (9'7,26'8). Como ves es un intervalo bastante amplio y
para nuestro ejemplo no muy ttil, debido a que podiamos haber calculado un intervalo mucho més
acertado a ojo y sin necesidad de hacer tantos céalculos.
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Volvemos a recordar que este intervalo es sélo un primer contacto con lo que méas adelante
llamaremos intervalos de confianza y que seran mucho m&as complejos y a la vez més fiables y
certeros.

También hay que citar, que al igual que en las variables estadisticas, la varianza de dos variables
aleatorias no se puede comparar, ya que los valores que tomen las dos variables no tienen por qué
estar expresadas en las mismas unidades. Una sencilla manera de comparar las dos variables en
ese sentido, es mediante el coeficiente de variaciéon, que se define como CV = %, u # 0, donde

o = +vo? (la desviacién tipica) y p es la media de la variable aleatoria. Esta medida si se puede
comparar ya que es adimensional.

3.8 Resumen del problema inicial

Simplemente recordaremos los resultados. Después del estudio realizado concluimos que:

e Sinos tenemos que basar en el valor esperado del plan de inversiones, nos decantariamos por
éste en lugar de la inversion a plazo fijo .

e Cuando nos pedian que consiguiéramos con una seguridad del 70% un beneficio superior al
16% en el plan de inversiones, no la podiamos dar, por lo que aconsejamos al inversor que
metiera su dinero a plazo fijo.

e En cuanto al intervalo en el que se movera el beneficio con una cierta seguridad, dimos uno
muy sencillo pero que nos dara ideas para, en el futuro, construir mejores y mas precisos
intervalos.
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Capitulo 4

Un ejemplo de distribucién
aleatoria discreta: la binomial

4.1 Objetivos

e Conocer los experimentos aleatorios con dos tnicos posibles resultados: experimentos de
Bernoulli.

e (Calcular la funcién de densidad, funcién de distribucién, esperanza y varianza de una variable
aleatoria que se distribuya segin una Bernoulli.

e Manejar la distribucién Binomial y ser capaz de calcular sus cardcteristicas a partir de las de
la Bernoulli (funcién de densidad, funcién de distribucién, esperanza y varianza).

e Distinguir los fenémenos de azar que se rigen segtiin una distribucién binomial y modelarlos
para que se ajusten a los parametros de dicha distribucién.

4.2 El ejemplo

La mayoria de los humanos, tienen la mano derecha mejor desarrollada para las actividades que
requieren una cierta sensibilidad, como puede ser el escribir, comer,... Son las llamadas personas
diestras. Sin embargo hay otra parte de la humanidad que tiene mayor sensibilidad, desde su
nacimiento, en la mano izquierda, son los zurdos. Esas personas utilizan la mano izquierda para
desempenar las actividades descritas antes (escribir, comer,...). Al igual que pasa con las manos,
los zurdos, como regla general, manejan mejor su pierna izquierda, cosa que se puede observar en
un deporte como el fatbol, en el que hay dos tipos de jugadores muy diferenciados: los zurdos y los
diestros.
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A pesar de que muchos millones de personas en el mundo son zurdas, siguen teniendo problemas
aun no resueltos en el uso de ciertos artilugios que estan pensados para el uso de personas diestras,
como son cierto tipo de abrelatas, las tijeras, los boligrafos de secado no rapido ... y otro que es
el que vamos a tratar: hay muchos institutos que utilizan sillas de pala para que sus alumnos den
clases o realicen exdmenes, cosa que es bastante complicada para un alumno zurdo.

Por esa razén, se ha planteado el poner un cierto n® de sillas de pala en cada aula, para que
los alumnos zurdos puedan utilizarlas sin las dificultades que les ocasionarian las pensadas para
los diestros. Asi, a partir de los datos de los cuestionarios pasados en nuestra clase, vamos a dar
respuesta a las siguientes preguntas:

1. ;Cuéntas sillas, como minimo, de cada tipo habria que poner en una clase de 30 alumnos para
que el n° esperado de zurdos tenga a su disposicion una silla y el n°® de diestros tenga la suya?

2. {Cuantas sillas, como minimo, de zurdos habria que poner para que con probabilidad 0’9, es
decir, en el 90% de los casos, no hubiese ningin zurdo sin su correspondiente silla?

3. ¢Cual es el porcentaje de clases de 30 alumnos en las que hay al menos 10 zurdos?

De momento, no respondas a esas preguntas, ya que seras capaz de hacerlo con exactitud al
final del tema.

4.3 Introduccién

Si no se ha podido rellenar la encuesta, supondremos que el 10% de la poblacién es zurda.

Para resolver este problema vamos a desarrollar los contenidos poco a poco, paso a paso. La
primera pregunta que nos puede surgir es: ;cudl es la probabilidad de que un alumno elegido al
azar sea zurdo? Claramente podemos contestar que esa probabilidad es 0’1, en el caso de que
supongamos que el 10% de la poblacién es zurda.

Si planteamos el experimento aleatorio ”elegir un alumno de un instituto al azar y observar si
es zurdo o no” podemos profundizar mas en él, debido a que estd muy bien estudiado.

Tras este tipo de experimentos sélo hay lugar para dos posibles resultados: ser zurdo o no.

A esos dos posiblres resultados en general les llamaremos éxito (E) y fracaso (F). En nuestro
ejemplo consideraremos éxito al hecho de que un alumno sea zurdo, y fracaso que sea diestro. Es
decir:

e I/ = "El alumno elegido es zurdo”
e [ = "El alumno elegido no es zurdo”

Como regla general, denotaremos por p = P(E) y ¢ = P(F). Obviamente se tiene que p +¢q = 1,
por eso a veces a ¢ se le llamard 1 — p.

A este tipo de experimentos con dos unicos resultados, éxito y fracaso, los llamaremos ex-
perimentos de Bernoulli y estdn perfectamente determinados por la probabilidad de éxito p. Un
experimento Bernoulli con P(E) = p, serd denotado por B](p).

Nuestro ejemplo de elegir a un nifio al azar y ver si es zurdo o no serd un experimento B](0'1).
Sin embargo, el estudio de este tipo de experimentos no nos servird para responder a las preguntas
de nuestro ejemplo, aunque si la repeticion de ellos, es decir, si nos encontramos con un aula de 50

39



alumnos y queremos saber cuantos de ellos seran zurdos, podemos repetir el experimento Bernoulli
50 veces. Vamos mirando uno a uno a los alumnos y vemos cuantos de ellos son zurdos. Al final del
recuento, veremos cuantos alumnos zurdos hay. A la variabale aleatoria que nos da el nimero de
alumnos zurdos la llamaremos Binomial. Después de analizar este problema podremos responder a
las preguntas que se plantean en el ejemplo.

Veamos en general qué entendemos por una distribucién binomial. Si tenemos una situacién en
la que:

1. Se realizan n repeticiones de un mismo experimento siempre en idénticas condiciones, y en
cada uno de ellos solo hay dos posibles resultados, éxito (que denotaremos por E) y fracaso,
(que denotaremos por F'). Ademds esos sucesos son complementarios, es decir, P(EUF) =1
y P(ENF) =0 (siempre o se da uno o el otro, y nunca se pueden dar los dos a la misma vez).

2. La probabilidad de éxito P(E) es igual en cada ensayo, llamémosla p. Por tanto, la probabil-
idad de fracaso también es la misma en cada ensayo, llamemosla ¢. Es decir, tenemos que en
cada repeticion del experimento se cumple:

P(E)=p, PF)=1-PE)=1-p=gq

3. Si denotamos por X="n° de éxitos en n repeticiones’, se tiene que X puede tomar los valore
1,...,n y que sigue una distribucién binomial.

A la distribucién de probabilidad que cumple estas condiciones, la llamamos distribucién binomial
de pardmetro p(= P(E)) con n repeticiones, y la denotaremos por B(n,p).

Asi pues, si nuestro problema va a ser analizar el n° de alumnos zurdos en un aula de 50,
tendremos que plantear una variable aleatoria asi:

X ="n° de alumnos zurdos en un aula de 50”
que como podemos suponer se distribuye segiin una binomial de pardmetro p = 0’1 y n = 50, es
decir, X ~ B(50,01)

Probabilidad de k éxitos

Nos puede surgir una pregunta de un modo muy intuitivo: ;cudl es la probabilidad de que en
el aula haya 2 alumnos zurdos? Es decir, para que se de ese suceso tiene que haber 2 zurdos y 48
diestros. En otras palabras, se puede decir que el primer alumno ha de ser zurdo, el 2° también, el
3° diestro, el cuarto diestro,...,el alumno n°® 50 diestro. Si denotamos por Z a un alumno zurdo y
por D a uno diestro, podemos poner esta combinacion:

Z2ZDD..DD
—_

48veces

Cémo la probabilidad de que un alumno sea zurdo es 0’1 y de que sea diestro es 0’9 (y son las
mismas en cada observacién) tenemos que la probabilidad de que se de esa combinacién de alumnos
es:

—_

48veces

0’101 0909 .09 0’9 = (0'1)%(0'9)*®
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Pero ahora bien, el orden en el que estan los alumnos no tienen por que ser ese, es decir, los alumnos
zurdos pueden ser el n° 30 y el 43, o el 12 y el 17,... Asi pues, tendremos que multiplicar la cantidad
50!

obtenida por el n° total de posibles ordenaciones. ;Cuédntas hay? En total hay (520) = o)1 —

1225. Ese ntimero es especial, se llama ntimero combinatorio. En general, si queremos ordenar un
conjunto de n elementos en el que hay k de un tipo y n — k de otro, tenemos (Z) formas de hacerlo.
Asi pues, la probabilidad de que haya dos alumnos zurdos en el aula de 50, es lo mismo que

decir que haya dos éxitos en nuestro experimento B(50,0'1), es:
50 ’1\2 7/ 0\48 /
PIX =2 = (7)) - (01)2(0'9)* = 0’08

Como puedes ver, la probabilidad es muy pequena. En cierto modo es légico, pues si lo piensas
bien no es muy probable que haya exactamente 2 alumnos zurdos entre 50.

Veamos en general cual es la probabilidad de que se obtengan k éxitos en las n repeticiones de
un experimento Bernoulli de pardmetro p, es decir, en una B(n, p)

Si X sigue un distribucién binomial B(n,p), tenemos que la probabilidad de obtener & éxitos en
las n repeticiones viene dada por la expresién

PX =k = (Z)pkqn_k, VEk=01,2..n

donde
k k!(?), — k)' » P ’ 4 ’ p 4

El razonamiento para obtener esa expresién es el mismo que seguimos en el caso particular
anterior de obtener 2 éxitos para nuestra variable binomial X.

Vamos a ver como casos particulares la probabilidad de que se den 0 éxtitos y de que se den n
éxitos. Comencemos calculando la probabilidad de que se den 0 éxitos, y por tanto n fracasos.

n _ n!
PIX =0]= (0>p0qn 0= an =q"

(recordar que 0! = 1), mientras que la probabilidad de obtener n éxitos es:

Funcién de probabilidad

La funcién de probabilidad vendra dada de la siguiente formas:

f(k)= (Z)pkq”k, Vk=0,1,2,....,n yO0en el resto

lo que se puede expresar de la siguiente manera:

Flk) = { (Z)pkqn_k sike€{0,1,2,..,n}

0 en caso contrario

41



Por tanto, en el ejemplo que estamos estudiando, tendremos que

Flk) = { (()Sko)(o'l)k(o'f?)“‘k sike{0,1,2,..,50}

en caso contrario

Funcion de Distribucién

En la preguta segunda nos piden calcular en n° de sillas necesario para que con probabilidad 0’9
o superior no haya zurdos sin su correspondiente silla, es decir, buscamos el primer k € Z tal que
P[X < k] >09. ;Cémo podemos calcular ese k? Pues con la ayuda de la funcién de distribucién
para esta variable aleatoria, que pasamos a calcular a continuacién, ya que P[X < k] = F(k) donde
F es la FDD de la variable aleatoria X.

Para una variable aleatoria discreta X, por definicién de funcién de distribucién, tenemos que
F(z) = P[X < z], por tanto en el caso X ~ B(n,p) tendremos que

- n - n n n n— n T Nn—x
F(x) = Z <k>pkqn b= (O)poq + (1)]0(1 Ly o+ (x)p q , Vr=0,1,2,..n

k=0

Como casos particulares, podemos ver que

F(0) = ZO: <Z>p’“q"’“ = f(0)=4q"

k=0

y aplicando la formula del binomio de Newton, podemos calcular

F(n) = Zn: (Z)p’“tf‘k = <Z>q” + <71L>pq"‘1 + ot (Z)p" =P+ =1"=1

k=0

Algo que es légico pensar, ya que en n repeticiones seguro que habrd un n°® de éxitos menor o igual
que n.
En nuestro ejemplo, tendremos que la Funcién de Distribucion es

F(z) = zx: <5k0> (0'1)*(09)°°* vz € {0,1,...,50}

k=0

Es decir, para responder a la 2* pregunta buscamos el primer k tal que F(k) > 0'9. Este se
encuentra probando con diferentes valores para k y el calculo es muy tedioso.
Tenemos que

* /50 , _
F(k) = 0'1)"(0'9)>°~"
B=3(7)ovo
. Probamos primero con k = 10:

10
F(10) =) <5Z,O> (0'1)%(0'9)°0~% = 0’99

i=0

42



Esta es mayor que 0’9, probemos con uno menor, por ejemplo k =7

7

=0

Nos falta un poco, vamos a probar con k = 8:

8

=0

Cémo F(7) < 0’9, F(8) > 0’9 y F es creciente, tenemos que el k buscado es k = 8, el primero tal
que F(k) > 0'9.

Asi pues, para asegurarnos con una fiabilidad del 90% que no haya zurdos sin su correspondiente
silla en el aula, tendremos que poner 8 sillas para zurdos.

..Cuéntas sillas para diestros habrd que poner cémo minimo para que con una fiabilidad del 90%
no haya diestros sin su correspondiente silla?

En este caso, tendremos que buscar el primer k en orden decreciente tal que P[50—X < k] > 09,
yva que el n° de diestros viene representado por la variable aleatoria 50 — X. Vamos a poner un
poco mas claro cémo tenemos que calcular el k:

PB0—-X < k] > 09« P[X >50—k] > 09 1-P[X < 50—k > 09« P[X <50-k] <0'1e PX <49-k| <01 & F(4
Comencemos a probar:

e k=48 F(49—k)=F(1)=003<£0'1

e k=47 F(49—-k)=F(2)=011<01
Asi pues, el k buscado es 47. Por tanto para que con probabilidad 0’9 ningin diestro se quede sin

silla habra que poner cémo minimo 47 sillas de ese tipo.

4.3.1 La Esperanza

Ahora vamos a responder a la misma pregunta pero basandonos en el valor esperado, es decir,
diremos cuantas sillas de cada tipo hay que poner para que el valor esperado de zurdos y diestros
tengan una silla apropiada.

Recordemos que la esperanza de una variable aleatoria era el promedio que tiene esa variable
tras un n° grande de repeticiones.

Como ya vimos anteriormente, la esperanza de una variable aleatoria X que toma sus valores en
un conjunto {z1,...,x, } con probabilidades respectivas {p1, ..., pn}, (es decir, P[X = x;| = p;, Vi €
{1,2,...,n}) , a la que llamaremos pu, se calcula mediante la expresién

n
n= Z Zip;
i=n
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Por tanto, si X ~ B(n, p), tendremos que su esperanza es

n . . n | n . .
= Z:ZP[X =i = Zl(i)p’q" i
v haciendo calculos matematicos, se obtiene que
= mnp
Asi pues, la esperanza de nuestra variable aleatoria X="n° de zurdos en el aula” es
EX]=p=np=50-01=5

Segun el valor esperado de la variable aleatoria X tendremos 5 zurdos y 45 diestros. Por supuesto
serd muy arriesgado poner sélo 5 sillas de zurdos y 45 de diestros, pues no debe ser muy probable
que se de exactamente ese suceso. Concretamente la probabilidad de que se de es

50

P[X =5] = ( . ) (0'1)%(0'9)* = 0'18

que aunque es un suceso con probabildad alta en comparacién con el resto de los valores que puede
tomar la variable X, no da mucha garantia. Sin embargo hay que decir que la esperanza nos puede
dar una idea de lo que pasard, aunque siempre es mejor dar un intervalo en donde se movera el
valor de X con una cierta fiabilidad, y eso es lo que vamos a hacer en la siguiente seccién.

4.3.2 La Varianza

Ahora vamos a dar un intervalo en el cual se movera el n° de zurdos entre los 50 alumnos en funcién
de la media y la desviacion tipica. Veamos la expresién de la varianza de una distribucién binomial:

En general su formula era
n
2 _ 2 2
0" = E Tipi —
i=1

. Por tanto, si X ~ B(n,p) tendremos que
2 - 2( MY ; 2
_ . i o n—i
=Y (5)pa -
y resolviendo ese sumatorio, resulta que ,

o“ = npq
Asi, en nuestro ejemplo, tendremos que
0?2 =50-01-09=45

Por tanto tenemos que
oc=4+Vo2 =212
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Entonces podremos decir que con una gran probabilidad el n® de zurdos estaré en el intervalo
(u—o,u+o)=1(29,71)

y como X es una variable aleatoria discreta, podremos decir con una cierta seguridad que X €
{3,4,5,6,7}, ya que esos son los posibles valores que caen dentro del intervalo. En concreto esa
probabilidad es:

7
Y PIX =i]=..=07T
=3

es decir, que en el 77% de los casos habré 3, 4, 5, 6 6 7 zurdos en el aula.

Para acabar el capitulo vamos a responder a la 4* pregunta, cudl es el porcentaje de aulas con
50 alumnos en los que hay 10 zurdos o maés.
Tenemos que calcular

5
P[X >10]= ) O0P[X =] = .. = 0025
=10

Es decir, tenemos que en el 2’5% de las aulas de 50 alumnos habra 10 zurdos o més.

Nos pueden surgir muchas mas preguntas para este modelo. Todas ellas se pueden resolver, pero
con la ayuda de un ordenador y el software necesario, ya que célculos como P[X < k] o P[X > k]
son muy complicados, por el gran n° de cuentas a realizar, de calcular a mano. Ademads, a medida
que va aumentando el n® de repeticiones del experimento Bernoulli n el cdlculo se va haciendo més
y mas largo, casi imposible.

Por eso en el siguiente capitulo daremos una técnica para hacer esos calculos mas sencillos, pero
para comprenderla bien hara falta manejar distribucién normal, que es precisamente lo que vamos
a ver en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Distribuciones continuas: la
normal

5.1 Objetivos

e Entender el concepto de variable continua y su diferencia principal con las discretas.
e Comprender el significado de las funciones de densidad y de distribucién y conocer su relacion.

e Saber calcular probabilidades en intervalos de distribuciones aleatorias continuas a partir de
la funcion de densidad, ya sea graficamente o mediante el cdlculo integral.

e (Calcular probabilidades a partir de la funcién de distribucion.

e Comprender el por qué de la importancia de la distribucién Normal, conocer su funcién de
densidad e interpretar sus pardmetros (p y o).

e Ser capaz de ajustar unos datos a una distribucion normal y comprobar si el ajuste es bueno
0 no.

e Tipificar una normal de media p y desviacion tipica o cualesquiera.
e Manejar la tabla de probabilidad de la Normal Estandar.

e Aproximar una distribucién binomial por una normal.
5.2 El ejemplo

Dado que la altura media de la poblacion estd cambiando, en algunos institutos se estan quedando
pequenas las sillas y las mesas para muchos estudiantes, pues estan pensadas para alumnos de una
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cierta estatura. Se sabe que los alumnos que midan menos de 160 cm se sienten cémodos con las
mesas y sillas del tipo A, los que tiene una estatura entre 160 y 180 cm se encuentran cémodos
para estudiar en sillas y mesas del tipo B y aquellos que miden méas de 180 cm, necesitan sillas y
mesas del tipo C. Un director de un instituto cualquiera, quiere saber cudntas mesas de cada tipo
tiene que poner de cada tipo en una clase de 30 alumnos con 30 mesas, para que la mayor parte de
los alumnos se sienta comodo en su sitio.

Dado que es un fenémeno muy estudiado, se sabe que la altura de una poblacién se rige segiin
una variable aleatoria continua un poco especial, la distribucién normal, con media la altura media
de la poblacién y varianza la que corresponda a los datos de la muestra. La distribucién normal
maés y mejor estudiada es la distribucidon normal estandar, aquella que tiene media 0 y desviacién
tipica 1, de la cudl se disponenen tablas en las que vienen tabuladas sus diferentes probabilidades.

Asi pues, poco a poco podremos ir respondiendo a preguntas como:

1. ;Cudl es la altura media segiin los datos de los cuestionarios? ;Y la varianza?
2. {Cudl es el n° de mesas de cada tipo que necesitaremos en una clase por término medio?
3. {Crees que la estimacién que hemos realizado es acertada? ;Por qué?

4. En el problema de los zurdos visto para la distribucién binomial, da respuesta a todas las
preguntas planteadas aproximando previamente dicha distribucion mediante una normal.

5.3 Introduccion

Vamos a medir la altura de los alumnos de nuestra clase. Si tuviéramos un aparato para medir la
altura con una precision hasta decimetros, tendriamos datos, expresados en metros, tales como

17,17, 1°6, 1°5, 1'7, 14, 1’5, 1'8,...

Si por el contrario, tuviéramos una precision hasta centimetros, tendriamos datos como estos:

1’71, 175, 166, 154, 1°69, 1748, 1755,...

Imaginate la precisiéon que podriamos alcanzar con un aparato que midiera hasta los milimetros.
Tendriamos alturas expresadas en metros de este tipo:

1’712, 1’748, 1’663, 1’541, 1’689, 1’484, 1’552,...

Si pudiéramos medir con una precision hasta 5 decimales lo hariamos, pero en ese caso, seria
inatil preguntarse si alguien mide 1’56053 m, seria mas légico preguntarse si mide mas de 155’5
centimetros y menos de 156’500000 cm y después redondeariamos y dirfamos que mide 156 cm 6
1’56 m.

Como ves, dependiendo de la precision con la que midamos, puede que no tenga sentido ajustar
esos datos a una distribuciéon de probabilidad discreta, pues aunque el conjunto de valores seria
finito, también es cierto que éste seria muy grande, excesivamente grande para que los cédlculos se
pudieran realizar con facilidad.

Como ya vimos antes, una distribucién de probabilidad es un modelo matemético que nos ayuda
a explicar un fenémeno real y a intentar predecirlo en un futuro. En el apartado de distribuciones
discretas, vimos que estaban asociadas a variables aleatorias que tomaban un conjunto de valores
finito. Si por el contrario estos valores pudieran ser cualquier niimero dentro de un intervalo de la
recta real, diremos que se trata de una variable aleatoria continua.
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En el ejemplo que hemos visto de las alturas, podemos decir que se trata de una variable
continua, pues, aunque realmente nunca conseguiremos que lo sea, si nos serd mas facil de tratar
de esta manera que intentarlo como si fuera una variable discreta.

Vamos a intentar explicar el concepto de variable continua a través del siguiente ejemplo:

Supén que una vez recogidos los datos de la altura de todos los alumnos del instituto, y agru-
pandolos en grupos de 10 cm debido a que nuestro aparato solo capta decimetros, obtenemos la
siguiente tabla de frecuencias relativas:

Intervalo de altura | Frecuencia relativa
140,150) 0.05
150,160) 0.2
160,170) 0.4
170,180) 0.2
180,190) 0.13
190,200) 0.02

Y si representamos su histograma, obtenemos
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Sin embargo, planteate ahora, que dividimos las alturas en grupos de 5 cm, es decir, afinamos
un poco mas la division. Obtenemos entonces la siguiente tabla:

Intervalo de altura | Frecuencia relativa
140,145) 0.01
145,150) 0.04
150,155) 0.06
155,160) 0.14
160,165) 0.25
165,170) 0.15
170,175) 0.11
175,180) 0.09
180,185) 0.08
185,190) 0.05
190,195) 0.01
195,200) 0.01

A partir de esta tabla de frecuencias, obtendriamos el siguiente histograma
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Como puedes observar, es sensiblemente diferente al que obtuvimos haciendo grupos de 10 cm.
Pero podemos afinar atin més y obtener las alturas de los alumnos expresadas en centimetros.
En nuestro ejemplo obtendriamos esta tabla:

50



Altura | Frecuencia relativa || Altura | Frecuencia relativa
142 0.003 169 0.025
143 0.004 170 0.025
144 0.003 171 0.024
145 0.005 172 0.022
146 0.008 173 0.02
147 0.008 174 0.019
148 0.009 175 0.019
149 0.01 176 0.019
150 0.01 177 0.018
151 0.011 178 0.017
152 0.012 179 0.017
153 0.013 180 0.02
154 0.014 181 0.015
155 0.015 182 0.01
156 0.02 183 0.02
157 0.03 184 0.015
158 0.035 185 0.015
159 0.04 186 0.011
160 0.045 187 0.009
161 0.055 188 0.01
162 0.06 189 0.005
163 0.05 190 0.005
164 0.04 192 0.003
165 0.035 194 0.002
166 0.033 195 0.003
167 0.031 196 0.005
168 0.026 198 0.002

Con el siguiente histograma:
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Si afindramos aun maés, obtendriamos histogramas con escalones cada vez mas pequenos, hasta
acabar, en la idealizacién de la continuidad, es decir, se describiria la grafica de una funcién continua,
en adelante la llamaremos f. Debes darte cuenta que para ello necesitariamos un tamano de muestra
muy grande, mucho mayor que el nimero de alumnos de tu instituto.
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Si lo hiciéramos todas esas observaciones podriamos obtener una funcién f con una gréfica asi:

Si hubiéramos hecho todas las aproximaciones necesarias hasta obtener esa funcién, podriamos
calcular la probabilidad de que el peso de un alumno elegido al azar estuviese, por ejemplo, entre
159 y 165 cm, calculando el area de la superficie encerrada entre la funcién f y el eje OX entre el
159 y el 165 en el eje de las x.

En resumen, tendremos que una variable aleatoria X es continua si cumple que:

e Tiene una distribucién de probabilidad asociada que es continua y viene definida a partir de
una funcién f(z), y gracias a la cual podemos calcular probabilidades del tipo Plz; < X < xa],
con x;,rs € R, 21 < xa.

e Dicha probabilidad se calculard midiendo el drea encerrada entre la grafica de la funcién f(x)
y el eje de abcisas, entre los puntos x1 y xs.

e En una distribucién de probabilidad continua, no tiene sentido hablar de probabilidades en
puntos, solo en intervalos. Esto es porque si X es una variable aleatoria continua, entonces

P[X = 2] =0, Vz € R (En el ejemplo de antes, no tiene sentido preguntarse si alguien pesa
63'94738274658482736 kg).

Ejemplo 5.3.1 Consideremos la distribucion de probabilidad asociada a la funcion f(z) de la figura
anterior:
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1. Representa grdaficamente las probabilidades

P[60 < X <72] P[70>X] P[X <60] P[X =38l]

2. Utilizando la tabla anterior, da una aprorimacion numérica de sus probabilidades.
Ejercicio 5.3.1 Haz lo mismo para

P[50 < X <60] P[61> X] P[X <83] P[X =76]

Funcion de densidad

La funcién que nos permitia calcular las probabilidades en los intervalos, a la que llamabamos f,
se llama funcion de densidad de la variable aleatoria continua X.
Con la funcién de densidad podemos calcular todos los deméas parametros de la distribucién.
Es el equivalente en las variables aleatorias continuas de la funcién de probabilidad en las variables
aleatorias discretas.
La funcién de densidad de la variable aleatoria f de una variable aleatoria X, tiene que cumlir:

1. f(x) >0, Vx €R
2. El area total comprendida entre la grafica de la funcién f y el eje OX, es 1, es decir
P[0 < X < +4o0] =1
Algo, por otra parte, totalmente 16gico. En términos de calculo integral, se puede describir

como
+oo
/ flz)dz =1

— 00

En particular, si X sélo toma valores en el segmento delimitado por a y b, tenemos que
b
Pla< X <] = Sfa,b] = / F@)dz =1
a
donde Sla, b] denota el drea de la superficie encerrada entre la grafica de la curva f(x) y el

eje de abcisas, entre los puntos a y b.

3. La probabilidad de que la variable aleatoria continua X tome sus valores en el intervalo
delimitado por x1 y x2, es decir Plz; < X < 9], es el drea comprendida entre la funcién f(z)
y €l eje OX en el intervalo z1,x2, es decir S[z1,x2], para cualesquiera x1 < x9, 1,22 € R.
En otras palabras,

T2
Pley < X < o] = Slan,aa) = / f(x)da
xl
Ademds, como consecuencia de que P[X = z] =0 Vz € X, se tiene que

P[xl§X§$2]:P[$1§X<$2]:P[I1<X§x2]:P[$1<X<x2],V$1§$2, r1,22 €ER
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También se tienen las propiedades inversas, es decir, si tenemos una funcién f cumpliendo que
f(x) > 0, tal que el drea total entre la gréfica y el eje OX es 1, fj;o f(x)dz = 1, podemos
definir una variable aleatoria continua asociada a ella, simplemente asigndndole como funcién de
probabilidad en cada intervalo, el drea encerrada entre f(x) y el eje de abcisas en dicho intervalo.

Ejemplo 5.3.2 Veamos si la siguiente funcion es una funcion de densidad:

f(m):{g si0<z<3

en caso contrario

f tiene que cumplir:
e f(x) > 0Vx, lo cumple claramente.

o fj_;o f(z)dx =1 Veamoslo.
+ 0 3 + 0 3 +
77 fla)de = f—(oo f@yde + [ fa)de + [ f(x)de = [ __0dx + [ ddx + [, 0dw =
0+ [2]2=3+0= % — 8 =1 Veamos esta segunda condicién geométricamente.

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Cumple las dos condiciones, por tanto podemos asociar una variable aleatoria continua, llamemosla
X, a la funcion de densidad f.
Vamos a utilizar la funcidn de densidad (en adelante la denotaremos por fdd) para calcular

algunas probabilidades.
PIX >1)= [ f(z)de = [ Ldow = [2]3 =

wlw

2
3

W=
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También se puede calcular mediante el drea de la superficie coloreada de

0.3
0.251
0.2-
0.154
0.1
0.051

-2

[
e
>
oa
—
O

Ejercicio 5.3.2 Cualcula las siguientes probabilidades, tomando como variable X la asociada a la
fdd del ejemplo anterior:

P[X >2], PI0'5 <X <2],P[2< X <4]

Funcion de Distribucién

La definicién de una Funcién de Distribucién para una variable aleatoria continua, es la misma
que dimos para las variables aleatorias discretas, es decir

Fz)=P[X <z], VzxeR

Esta funcién mide la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor menor o igual que x.
En el caso discreto, lo calculdbamos mediante un sumatorio finito, en el caso continuo no podremos
hacer esto, asi que lo haremos mediante el area encerrada o el calculo integral, que a fin de cuentas
es lo mismo.

Es decir, tenemos que

F(z) = Sa,z] = /l f(z)dz

donde f(x) es la fdd de la variable X.
La Funcién de Distribucién (a la que a partir de ahora llamaremos FDD) tiene utilidad para el
célculo de probabilidades en intervalos, asi tenemos que

Plx1 < X < xg] = F(xg) — F(x1)
Una funcién F' se puede considerar que es una FDD si cumple:
1.0<F(z) <1, Vz eR
2. Siz<a, F(xr)=0,siz>b, F(z)=1

o6



3. F(x) es mondtona creciente, esto es, si 1 < 3 se tiene que F(x1) < F(x2).

Ademis, tenemos que si F es la FDD de una variable aleatoria continua X y f es su fdd, entonces
F'(z) = f(x), y por tanto [ f(t)dt = F(x).

Ejemplo 5.3.3 Calculo de la FDD a partir de la fdd Partamos de la fdd vista como ejemplo en el
apartado anterior
1 .
_J 3 si0<ax <3
f(@) { 0 en caso contrario
Sabemos que [ f(t)dt = F(x). Asi pues, tenemos que:
1. siz<0 = F(z) = [*_0dt=0

2. sizel0,3) = F(z)=[°_0dt+ [ tdt =2

3. siw>3= F(x)=[°_0dt+ [ Ldt + [T 0dt =1

Es decir,

stx <0
st0<xz<3
stx >3

F(z) =

—wly O

Comprobemos que, en efecto, cumple las condicines para ser Funcion de Distribucion.
1. 0 < F(x) <1, claramente lo cumple.

2. Six<0 = F(x)=0
Sizx>3 = Flx)=1

3. F(x) es mondtona creciente. Hay que probar que si x1 < x9 = F(x1) < F(x3). Veamos los
diferentes casos que se pueden dar.
(a) 21 <0 yxy <0. F(x1) =0= F(x2). Se tiene.
(b) 1 <0 yax2€[0,3]. F(x1) =0< 22 = F(x2). Se cumple.
(¢) 11 <0 yas>3. F(z1)=0<1
(d) z1 €10,3] y x2 €[0,3]. F(a1) =
(e) ©1 €10,3] yxa > 3. F(x1) =
(f) 11 >3 yxe >3. Flz1)=1<

F(x2). Se cumple.
2 <2 = F(x). Se cumple.
<1=F(z2). Se cumple.

T1
1 = F(x2). Se cumple.

Ejercicio 5.3.3 Sea la funcion F definida como sigue

0 stx <0
F(z) = % si0<z<l1
1 stx>1

sFEs admisible como FDD? Si es ast, calcula la fdd asociada a F y las siguientes probabilidades:
PIX <0'5] P[X>08] Pl0'2<X <05 P[0'3<X <15

donde X es la variable aleatoria continua asociada a F.
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Ejercicio 5.3.4 Probar si la siguiente funcion es adimisible de ser FDD o no:

0 stx < —1
F(z) = % si —l<z<2
1 st x> 2
Ejercicio 5.3.5 Considera la siguiente funcion:
T si2<x<3
flz) = { 0 en caso contrario

sPuede ser f considerada como una fdd? ;Por qué?

Un ejemplo: la distribucién Normal

Debido a su aplicabilidad practica y tedrica, la distribucién de probabilidad continua méas impor-
tante es, sin duda, la distribuciéon normal. Esta aplicabilidad tedrica se deriva de que en la mayoria
de las situaciones, los casos raros no son normales, y casi todos los datos se agrupan en torno a un
valor central.

Por ejemplo, lo normal es que un individuo varén tenga una estatura entre 170 y 180 cm (datos
inventados), y serd muy raro encontrar individuos que midan mds de 200 cm o menos de 150 cm.
Por esa razon, y por que es un ejemplo muy estudiado, veremos que la estatura de una poblacién
se distribuye segiin una distribucién normal.

La altura es uno de los muchos ejemplos de fenémenos que se rigen por una distribucién normal.
Otros son el peso, el cociente intelectual, los errores en las medidas,...

Todps ellos tienen un denominador comun: la mayoria de los datos se agrupan en torno a la
media.

En el ejemplo de la altura de los alumnos del instituto, vamos a suponer que todos esos datos
se distribuyen segin una Normal, de media la de los datos y desviacién tipica la que nos salga del
calculo en la tabla de las frecuencias relativas de las alturas.

Funcion de densidad normal: caracteristicas

La fdd f(x) de una variable aleatoria normal, con media p y varianza o, fue dada por Gauss. Es
una funcién de tipo exponencial, y su expresiéon analitica es

1 1 @-pm?

@) = —= ¢T3

y su representacion grafica

Para probar que f es una fdd, tenemos que f(z) > 0 para cualquier z, pero también se tiene
que dar que el drea encerrada por la gréafica y el eje OX es 1, en otras palabras que fj;: f(z)dz =
1, una integral que nosotros no necesitamos saber hacer y que demostré Laplace demostré que
efectivamente era igual a uno.
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Jx)

Gauss distribution

Para responder a la primera pregunta no tenemos que aprender nada nuevo, pues ya sabemos
de sobra como calcular la media y la desviacion tipica de un conjunto de datos. En nuestro caso,
realizando los célculos pertinentes tenemos que

o= sz = 166'59
o? = alfi—p® =118'29

Nosotros vamos a suponer que los datos de las alturas de los alumnos del instituto se distribuyen
segun una normal. La funcién de densidad de esa distribucién tiene una serie de caracteristicas
especiales, entre ellas que el grafico de su fdd tiene forma de campana, es decir:

e El grafico tiene un eje de simetria vertical, que es donde se encuentra el maximo de la fdd y
la moda de la variable aleatoria correspondiente.

e La curva tiene un solo mdximo, para valores de  menores que este méximo la curva f(z) es
decreciente y para los mayores es creciente.

e Tedricamente, puede tomar todos los valores del eje de las x, pero la curva tiene al eje OX
como asintota horizontal a ambos lados, que se acerca a la funciéon con una gran rapidez.

e Cuanto mayor sea la varianza de la distribucién, la curva que describe su fdd serd méas plana’,
y cuanto menor serd mas 'picuda’. Esto se resume en que si X es una variable aleatoria que
se distribuye segiin una normal de media p y desviacién tipica o, y lo denotaremos por
X ~ N(p,0?), donde 02 es la varianza de X, cumple que:

1. Plu—o < X < p+0]=0683
2. Plu—20< X < pu+20]=0954
3. Plu—30 <X < pu+30]=00977

Estas tltimas ecuaciones, dan una idea de lo poco probable que es obtener valores de la distribucién
normal lejanos a la media. Piensa que segin esas igualdades, si X es una variable aleatoria que se
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distribuya segtin una normal de media 2 y varianza 1, X ~ N(2,1), tendremos que el 99°7% de las
observaciones de X, estaran en el intervalo (-1,5), jaunque es probable que tome valores mayores a
1000000!.

Nosotros ajustaremos los datos obtenidos para resolver el problema a una normal de media p
y desviacién tipica ¢ las que obtuvimos antes, es decir tenemos que la altura de los alumnos del
instituto se distribuye segin una N (166’59, 10’88).

Sin embargo esto no nos posibilitara realizar un célculo sencillo para dar respuesta a las preguntas
del problema, por lo que recurriremos a un tipo especial de distribucién normal, la normal estandar
o N(0,1), que estd muy bien estudiada y podemos recurrir a ella siempre que queramos calcular
algo para otra distribucién normal diferente.

La N(0,1)

La distribucién normal con media g = 0 y desviacién tipica 0 = 1, se conoce con el nombre de
distribucién normal estandar, A(0, 1).

Su interés radica en el hecho de que los valores de sus probabilidades son perfectamente conocidos
y, como veremos mas adelante, podemos acudir a ella para hallar probabilidades en cualquier otra
distribucién normal.

Si tenemos que Z ~ AN(0,1), las probabilidades P[Z < z|, es decir de F(z) donde F es la
FDD de Z, vienen descritas en la siguiente tabla, para cualquier z € [0,3] y eso es suficiente para
calcularlas todas, porque como ya veremos, la probabilidad de que asuma valores superiores a 3
es muy pequena, y con conocer los valores de F' para z > 0, sera suficiente para conocerlos todos,
debido a la simetria de la fdd.

Sea Z ~ N(0,1). Veamos ahora como calcular P[Z < z] a partir de los datos de la tabla
anterior, segun los diferentes valores que puede tomar z. Utilizaremos para ello la simetria de la
distribucién respecto al cero.

e Si Z > 0= P[Z < z] viene descrita en la tabla.

e SiZ<0= P|[Z<z|]=P|Z>-2]=1-P[Z < —z], que se puede obtener a partir de la
tabla, ya que —z > 0.

e Siz; < 2z, tenemos que Plz; < Z < z9] = Pz < 23] — Pz < 21], que es una propiedad comtin
a todas las distribuciones de probabilidad.

Ejercicio 5.3.6 A partir de las propiedades anteriores, deducir que:
1. P[-2<Z<z]=2P[Z <z -1
2. P[-Z<2<0]=P[0< Z <]
Donde nuevamente Z ~ N(0,1) y z es un nimero real mayor o igual que cero.
Ejemplo 5.3.4 Calculemos a partir de la tabla, siendo Z ~ N(0,1), las siguientes probabilidades:
1. P[Z <0/82] = 07939
2. P[Z<-12]=1-P[Z<12]=1-08849
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Ejercicio 5.3.7 Calcula a partir de la tabla, siendo Z ~ N(0,1), las siguientes probabilidades:
1. P[Z < (0/96]

[
2. P[Z < —2'18]
3. P[-2'76 < Z < —2'18]
4. Pl045 < Z < 2'31]
Tipificacién

Como dijimos antes, hay una gran cantidad de fenémenos aleatorios que se pueden explicar a
partir de una distribucién normal, pero el problema es que la mayoria de ellas no tienen media 0 y
desviacion tipica 1. Puede parecer que lo estudiado para la normal estdndar, es de escasa utilidad
prictica. Sin embargo, no es asf, porque toda variable normal X, X ~ A (i, o?) puede relacionarse
con una Z ~ N (0,1) mediante el siguiente cambio de variable:

_X-p
- g

Z

Este procedimiento, que se llama tipificacion de la variable X, nos permite utilizar la tabla que
presentamos con las tabulaciones de la FDD de una A/ (0, 1).
Este resultado, se deduce de la siguiente manera:

k—p

PIx <k =P < Eoty_pp < Bty
o o o

Por tanto, el valor de P[X < k] con X una normal cualquiera, se puede calcular a partir de la
tabla de la normal estdndar mediante la férmula P[Z < ij“]

Para aclarar estos conceptos vamos a calcular el nimero de cada tipo de mesas diferentes que
habra de comprar un instituto en el que habrd 1000 alumnos basandonos en los datos de la tabla
recogida anteriormente y suponiendo que se distribuyen segtin una N (166’59, 10'88).

Para calcular el nimero de mesas y sillas del tipo A tenemos que ver cudl es el porcentaje de
alumnos que medirdn menos de 160 cm. Es decir, si denotamos por X = ” Altura de un alumno de

instituto” tenemos que calcular
P[X < 160]

Como suponemos que X ~ N(166'59,1088) tenemos que

160 — 166’59
PIX<160|=P[Z < ———
[X = 160] 1z < 10’88
donde Z ~ N(0,1). Buscando en la tabla de la distribucién normal estdndar, obtenemos que
P[Z <—-0'61]=1—-P[Z <061] =1—07291 = 0'2709.

Asi pues tenemos que el 27°09% de las mesas habran de ser del tipo A.

Para calcular el n° de mesas del tipo B tenemos que calcular P[160 < X < 180] dado que en ese
tipo de mesas se sienten comodos los alumnos que tienen su estatura comprendida en ese intervalo.
De nuevo tipificando la variable X obtenemos que

160 — 166’59 180 — 166’59

| = P[Z < —061]
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se divide esa probabilidad en dos y resulta
= P[Z < 1'23] — P[Z < —061] = 0’8907 — 0’2709 = 0.6198

es decir, que tendremos que comprar el 61’98% de las mesas del tipo B.
Y para ver cudntas mesas y sillas del tipo C tenemos que comprar sélo tenemos que calcular

P[X >180] = P[Z > 1'23] = 1 — P[Z < 1'23] = 0'1093

es decir, que el 10'93% de las mesas y sillas serdn del tipo C.

Cémo respuesta definitiva, recomendariamos a un instituto de 1000 alumnos que comprase 1000 -
P[X < 160] = 271 sillas del tipo A, 1000 - P[160 < X < 180] = 620 del tipo B y 1000 - P[X >
160] = 109 del tipo C.

Como ves, es muy sencillo calcular probabilidades en cualquier normal, sabiendo utilizar la tabla
de la normal estandar y recordando el cambio de variable que hay que realizar.

Como ajustar otras distribuciones a una normal

En el mundo real, no todas las variables aleatorias se rigen segun una distribucién nornmal.
Por tanto, antes de analizar unos datos, tenemos que comprobar si estos se ajustan o no a una
distribucién normal. Son los llamados test de normalidad. Aunque los hay muy precisos, también
muy complicados, estudiaremos sélo uno, por su sencillez y porque los demds se nos escapan a
nuestro nivel.

El test de normalidad que estudiaremos, procede de la siguiente manera:

1. Se extrae una muestra de n elementos de la poblacién y se miden los valores de X, serdn
T1,X2,...y L.

2. Se calcula la media y la desviacién tipica de esos datos, T y s respectivamente.

3. Contabilizamos cudntos de esos valores pertenecen a los intervalos (T—s,T+s), (T—2s,T+2s)
y al (T — 3s,T + 3s)

4. Si se tiene que aproximadamente
el 68'3% de los datos pertenece al intervalo (T — s,T + s)
el 95’4% de los datos pertenece al intervalo (T — 2s,T + 3s) y
el 99'7% de los datos pertenece al intervalo (T — 3s,T + 3s),
entonces podemos admitir que la poblacién de la que se han obtenido los datos, se rige por
una normal de media p = T y varianza o2 = s2.
A estos niveles, diremos que la aproximacién es buena si los porcentajes obtenidos no distan més
del 1% de los dados anteriormente.
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Vamos a ver si los datos de la altura de los alumnos del Instituto se rigen por una distribucién
de probabilidad normal tal y como supusimos en la seccién anterior.
Calculamos que la media de esos datos era T = 166’59 y su desviacién tipica era s = 10/88.
Calculemos pues los intervalos pedidos en el test de normalidad:

o (T—s,T+s)=(155'71,177.47)

o (T —2s,T+2s) =(144/83,188'35)

o (T —3s,T+ 3s) =(133/95,199'23)

Si observamos la tabla de frecuencias relativas, tenemos que
e PIXe€(T—s,T+s)=P[X € (15571,177.47)] =0'691

o P[X € (T —2s,T+2s)] = P[X € (144/83,188'35)] = 0’965
e P[X € (ZT—3s,T+3s)] = P[X €(133'95,199'23)] =1

As{ pués tenemos que el 69'1% de las observaciones pertenecen al intervalo (T — s, 7T + s) cuando
tedricamente tenfa que ser el 68’3%. El 96’5% de los datos estédn dentro del intervalo (Z —2s,Z+2s)
cuando tenia que ser el 95’4% y el 100% estd en (T — 3s,T + 3s) cuando tedricamente tenia que
estar el 97°7%.

Aunque no se cumple a rajatabla el hecho de que los porcentajes empiricos no difieran mas del
1% de los tedricos, podemos decir que la aproximacién es buena, ya que la suma de los errores de
los tres intervalos es apenas del 5%, por lo que podemos suponer que la aproximacién que hemos
hecho es acertada. Ademds la variable aleatoria que da la altura de una poblacién es un fenémeno
muy conocido y estudiado, y se sabe que se distribuye segiin una distribucién normal. No obstante,
si se quiere hacer un estudio exhaustivo es necesaria una mayor rigurosidad en los calculos. Como
nuestra idea es mostrar la aplicabilidad de estas herramientas, nos daremos por satisfechos si estas
se entienden, no siendo necesario su absoluta rigurosidad.

La normal como aproximacién de la binomial

Cuando estudiamos la distribucién binomial, se nos presentaba un grave problema: el calculo
resultaba demasiado tedioso. Calcular a mano probabilidades como P[X < k| cuando X ~ B(n,p)
resultaba excesivamente complicado de obtener a mano, y practicamente sélo era posible hacerlo
con un ordenador. Por eso, vamos a presentar una aproximacion de distribuciones binomiales a
normales, ya que estas las tenemos perfectamente controladas, para calcular sus probabilidades.

Asf, si X ~ B(n,p) tenemos que su media es y = np y su varianza es 02 = npq. Entonces,
podemos decir que si ni p ni ¢ estdn muy préximos a 0, entonces la distribucién binomial puede
aproximarse por la normal N (np, npq), lo que nos facilitard enormemente el cdlculo como veremos
a continuacién. Asi, usando esa aproximacién y tipificando, tenemos que

]

k—np
\V/1NPq
donde Z ~ N(0,1), por lo que podemos calcularla facilmente.

Esta aproximacion es buena, cuando np y ng son ambos mayores que cinco, y va mejorando a

medida que aumenta n y p se acerca a %

P[X <kl=P[Z<
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Todavia tenemos que resolver un problema para que esta aproximacién sea valida, esto es que
mientras que X es una variable discreta que toma valores enteros X = 0,1,2, ..., n, la distribucién
normal es continua. Eso hace que mientras que la probabildad de que la normal tome el valor en
un punto es cero, en la X no tiene por qué ser asi.

Es por eso por lo que se hace la correccion de continuidad para calcular probabilidades del tipo
P[X < k], y se calcula en realidad P[X < k + 0'5], para que asi se capture el punto k. Para hallar
P[X < k], se calculard P[X < k — 0'5] para que el punto k no caiga dentro del intervalo.

Esta correccién es imprescindible para calcular probabilidades como P[X = k], y habrd que
calcular P[k — 0’5 < X <k + 0’5

Con esta técnica, vamos a dar respuesta a las preguntas que planteamos en el capitulo de la
distribucién binomial.

La primera pregunta no necesita de esta aproximacion para ser contestada fiacilmente, pero las
dos ultimas si. Asi pues, vamos a dar respuesta a esas preguntas siponiendo que nuestra variable
aleatoria X = ”n° de zurdos en el aula de 50 alumnos” se distribuye segin una N (np,npqg) =
N(5,4'5).

Asi pues tenemos que para contestar a la segunda pregunta, como tenemos que calcular el primer
k tal que P[X <k + 0'5] > 0’9 (por la correccién de continuidad), en realidad buscamos el primer
entero k tal que P[Z < 295-5] > (/9 donde Z ~ N(0, 1).

Va5
E+0'5-571 _ k—4'5
P[ZS 4’5 ] 7P[Z§ 2712 ]
El primer z € R que cumple que P[Z < z] > 0’9 es & = 1'29. As{ pues tenemos que encontrar

k—4'5
212

el primer entero k/ > 1’29. Tenemos que

k—4'5

>1'2 k>1724
519 = 9 k>T7

Es decir, tenemos que el k£ buscado es k = 8, que es el mismo resultado que obtuvimos en
el capitulo de la distribucién binomial, y esta vez no hemos necesitado ningtin ordenador para
calcularlo, sélo el uso de la tabla de la normal estdndar y una calculadora a lo més.

Para calcular el porcentaje de grupos de 50 alumnos en los que hay al menos 10 zurdos tenemos
que calcular P[X > 9'5] y no P[X > 9], debido a la correccién de continuidad. Es decir, tenemos
que calcular

/ p—
plzs 355
212

Asf pues, segiin esta aproximacion de la binomial el 1’75% de las aulas con 50 alumnos tendran diez
0 més zurdos, cifra muy cercana al 2’25% que calculamos siguiendo el modelo binomial puro.

|=P[Z>212]=1— P[Z < 2'12] = 00174

Como ves, las respuestas han sido muy parecidas. Esto es por que la aproximacién ha sido
correcta, ya que en este caso np = 50-0'1 =5 y ng = 50 - 0’9 = 45, ambas cifras mayores o iguales
a cinco, tal y como se sugeria en esta secciéon para dar por buena la aproximacion.
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