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Problema 1. El tiempo de funcionamiento de ciertos equipos informéticos antes
de que comiencen a presentar fallos sisteméaticos es una variable aleatoria con
distribucién normal. Un comprador decide adquirir estos equipos si su tiempo
medio de funcionamiento sin fallos es de al menos 5 anos. A fin de tomar una
decisién, analiza la experiencia de compradores anteriores, observando, para una
muestra de 9 equipos, un tiempo medio de funcionamiento sin fallos de 4 anos
y 6 meses y una cuasivarianza de 1 ano.

Qué decisién adoptaria en base a la experiencia de estos compradores?
Solucién

La muestra de los equipos adquiridos por ciertos compradores en el pasado
nos da un tiempo medio de funcionamiento de 4.5 anos. Se trata de dilucidar si
dicha muestra proporciona suficiente evidencia estadistica como para concluir
que el tiempo medio de funcionamiento es inferior a 5 anos, es decir, que el
comprador no debe adquirir los equipos.

El problema se plantea en términos de un contraste de hipdtesis en el que la
hipétesis nula y alternativa vienen dadas por

Hy:p>5 Hy:p<b.

Puesto que el tiempo de funcionamiento de los equipos antes de que comien-
cen a presentar fallos sistematicos sigue una distribucién normal de media y
varianza desconocidas, el estadistico de contraste sera

X - Ho ~t
S/\/ﬁ n—1
donde

= /0: valor del pardmetro media poblacional. En este caso pg = 5.
» X: media muestral. Para la muestra extraida X = 4.5.
= 52 cuasivarianza muestral. Para la muestra obtenida S2 = 1.

= n: tamano muestral. En este caso n = 9.
La region critica del test viene dada por

_ X - Ho

Los elementos que determinan la regién critica son el nivel de significacion
a 'y el punto critico ¢,,_1,1— asociado al nivel de significacién. Este punto es el
valor de una variable aleatoria con distribucién ¢t con n — 1 grados de libertad
que verifica que P(tn—1 > th—1,1—a) = 1 — @, 0 equivalentemente, el valor que
cumple que P(tp—1 < th—1,1-a) = Q.
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Tomando un nivel de significacion o = 0.01, se obtiene que el punto critico
es tg.0.01 = —2.896, ya que para una t con 8 grados de libertad se cumple
que: P(tg < —2.896) = 0.01. Consecuentemente, teniendo en cuenta el valor
de la media en la hipétesis nula —ug = 5—, la regién critica con este nivel de
significacién sera

R = {)S(/\/g < —2.896}.

R

—2.896

Figura 1: Regién critica para oo = 0.01

La gréafica representada en la figura 1 es la densidad de una tg. En dicha
grafica se ha marcado la region critica R. El drea debajo de la curva en esta
region —zona sombreada— coincide con el nivel de significacién o = 0.01.

Para la muestra extraida, se tiene que

X—-5 45-5
S/y/n  1/3
valor que cae fuera de R; con lo cual aceptamos la hipétesis nula Hy, es decir,
la decisiéon que tomaria el comprador, en base a la experiencia pasada, seria
adquirir los equipos informaticos.
Si ahora optamos por un nivel de significacién mayor: o = 0.05, la regién
critica vendréa dada por

— 1.5,

R = {% < —1.860}.

R

—1.860

Figura 2: Regién critica para a = 0.05

En la grafica de la figura 2 se representa la nueva region critica R. Dado que
—1.5 ¢ R, la decisién que adoptamos serd aceptar de nuevo Hy.
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Problema 2. El nimero de incendios diarios que se producen en una gran
ciudad sigue una distribucién de Poisson. Observados 100 dias al azar se obtuvo
una media de 25 incendios por dia. Determinese un intervalo de confianza al
95 % para el nimero medio de incendios por dfa.

Solucion

La cantidad pivotal utilizada en este caso es:

S
>~

n

cuya distribucién asintética —para tamanos muestrales grandes— es una normal
de media 0 y varianza 1. En la expresién anterior se tiene que

= X: media muestral.
= \: media de la distribucion de Poisson.

= \: estimador de . Se utilizard como estimador de la media poblacional A
la media muestral X.

= 7n: tamano muestral.

Teniendo en cuenta que la distribucién asintdtica de la cantidad pivotal que
estamos empleando es normal de media 0 y desviacién tipica 1, se obtendra que

X -2
VX /n
ya que para una variable aleatoria Z con distribucién N(0,1) se cumple que:

P(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95 —véase la figura 3 donde el drea sombreada bajo
la campana es 0.95—.

P (—1.96 < < 1.96) ~ 0.95,

—1.96 1.96

Figura 3: Intervalo de confianza al 95 %

Despejando el parametro desconocido A en la cadena de desigualdades ante-
riores, se llega a

P<X1.96 X/n<A<X+196 X/n>%0.95.
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Por tanto, el intervalo de extremos aleatorios que contiene a A con una
probabilidad aproximada de 0.95 es

<X _1.96/X/n , X +1.96 X/n) .

Puesto que para la muestra extraida se tiene que X = 25 y n = 100, el
intervalo de confianza pedido sera

25 196\/25 25—}—196\/25
’ 100 ’ ’ 100

Problema 3. Dos algoritmos A y B permiten simular cierto proceso. En 10 si-
mulaciones, realizadas con cada uno de ellos, se obtuvieron los siguientes tiempos
de ejecucion por cada simulacion

Tiempo de ejecucién (en segundos)

A|7 10 8 9 65 8 7 75 9 8
B|7v 7 6 55 7 8 65 7 7 9

Proporcionan los datos la evidencia suficiente, al nivel de significacién a =
0.05, para concluir que hay diferencias entre los tiempos medios de ejecucién de
ambos algoritmos? Supéngase normalidad e igualdad de varianzas en los tiempos
de ejecucion.

Solucién

Se trata de un test de hipdtesis para contrastar la igualdad de medias. La
hipétesis nula y la alternativa vienen dadas por

Ho:pa=ps Hy:pa # pp
siendo a4 v up los tiempos medios de ejecucién de los algoritmos A y B.

Es muy razonable suponer que ambos algoritmos se ejecutan de manera
independiente. Dadas las hipétesis de normalidad e igualdad de varianzas del
enunciado, el estadistico de contraste que emplearemos es el de la ¢t de student
para la comparacién de medias de dos poblaciones, el cual viene dado por

XA*XB*(/“AfuB)
~ t7L1+7?/2*2
\/(71,1—1)Sf+(77/2—1)53 (L + L)

ni+ng—2 1 no

Los ingredientes muestrales que aparecen en la expresién anterior son
= ny: tamafio muestral para el algoritmo A.

= no: tamano muestral para el algoritmo B.
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= X 4: media muestral del tiempo de ejecucién de A.
» Xp: media muestral del tiempo de ejecucién de B.
= S?: cuasivarianza muestral del tiempo de ejecucién de A.
» S2: cuasivarianza muestral del tiempo de ejecucién de B.

Puesto que el contraste es bilateral, la regién critica del test viene dada por

[ X4 — X5
R= > tn1+n2—2;(x/2 y
(n1—1)S2+(n2—1)S32 1 + 1
ni+ns—2 ni ng

donde el punto critico ¢y, yn,—2,a/2 €s el valor de una variable aleatoria con
distribucién ¢ con ny + ny — 2 grados de libertad para el que se verifica que:
P(tn,+n,—2 > tn1+n272;a/2) = /2.

En nuestro caso, con tamanos muestrales de n; = no = 10, se llegard a
una distribucién ¢ con 18 grados de libertad. Para un nivel de significacién de
a = 0.05 el punto critico es t15,0.025 = 2.101, dado que P(t15 > 2.101) = 0.025
(ver las tablas de la distribucién ¢ de student). Por tanto, la regién critica —zona
sombreada de la figura 4— vendra determinada por

Xi—-X
R = [Xa — Xp > 2.101

95874952 (1 1
\/ 18 (E + E)

—2.101 2.101
Figura 4: Regién critica para a = 0.05

De los datos proporcionados, se obtienen las siguientes estimaciones:

T+10+-+9+8

. X4 = :
A 10 8
_ T+T+-+7+9
IX = == .
B 10 7
1 & _ (7—8)2+---+(8—8)%2 105
= Si=—— ) (X, - Xa)? = =—.
& nl—lg( A) 9 9
o | i“‘—)_{ )2_(7—7)2+~-~+(9—7)2_8;5
2_n2_1 2 B - 9 = 9

=1
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Consecuentemente, para la muestra extraida se tiene que

X4 — X5 _ o 8-7 10
9521952 10.5+8.5 19
VRS (1 1) /105485,

valor que pertenece a la regién critica R; con lo cual se rechazara la hipétesis
de igualdad de los tiempos medios de ejecucién de ambos algoritmos.

Problema 4. Una empresa dedicada al montaje de equipos informéticos dis-
tribuye entre sus clientes dos modelos: A y B. Cierto estudio de mercado con-
cluyé que al menos tres de cada cuatro individuos del grupo de clientes poten-
ciales preferian el modelo A. Un estudio paralelo del departamento de andlisis
de datos de la empresa mostré que, de 1000 individuos tomados al azar entre
los clientes del ultimo ano, 700 compraron el modelo A. Si el comportamiento
de los antiguos clientes se puede extrapolar al del grupo de clientes potenciales,
javala este ultimo estudio las conclusiones del estudio de mercado realizado?
Témese un nivel de significacion o = 0.01.

Solucion

Se trata de un contraste de hipétesis para la proporcién de clientes poten-
ciales que prefieren el modelo A. El estudio de mercado determina la hipdtesis
nula y la alternativa.

Hy:p>0.75 H, :p<0.75.

La muestra obtenida por el departamento de andlisis de datos da una pro-
porcién de compradores del equipo A del 70%. El procedimiento estadistico
del contraste de hipoétesis permite evaluar si la discrepancia entre la proporcion
observada —0.70— y la establecida por la hipétesis nula Hy se debe o no al
azar.

Una medida de esta discrepancia, en términos estadisticos, viene dada por
el estadistico de contraste

D — Do
Po(1—po)

n

cuya distribucién se puede aproximar, para tamanos muestrales grandes, por la
de una normal de media 0 y desviacién tipica 1. En esta expresién se tiene que

= p: proporcién muestral. Para la muestra extraida p = 0.7.
= pg: valor del pardmetro proporciéon poblacional. En este caso pg = 0.75.

= n: tamano muestral. En nuestro caso n = 1000.
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La regién critica del test viene dada por

D —po

/ po(1—po)

donde « es el nivel de significacién y ¢(«) es el punto critico que, en funcién del
nivel de significacion, establece el criterio de decisién entre Hy y Hj.

Puesto que la distribucién del estadistico de contraste se puede aproximar
por la de una N(0,1), de la condicién del nivel de significacién se sigue que

R= <cla)p,

D — po

/ po(1—po)

siendo Z una variable aleatoria con distribucién N(0,1). Por tanto, el punto
critico se podra aproximar por el correspondiente cuantil de la N (0, 1), es decir,
por el punto z1_, que cumple que P(Z < z1_,) = «. Esta aproximacién conduce
a la siguiente region critica:

a=P <cla) | = P(Z < c(a)),

R — P — Do < 2w
/ po(1—po)
n
Si a = 0.01 el punto critico se aproxima por zg.g9 = —2.33; con lo cual la

regién critica vendra dada por (ver la regién sombreada de la figura 5)

p—0.75

0.75-0.25
1000

De la muestra extraida se obtiene que

R = < =233

p—0.75  0.7-0.75

0.75-0.25 0.75-0.25
1000 ~ 1000

-3.65,

valor que pertenece a la region critica R; lo cual conduce a rechazar la tesis
planteada por el estudio de mercado.

R
—2.33

Figura 5: Regién critica para o = 0.01
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Problema 5. La lectura registrada por cierto aparato de medida es una variable
aleatoria X con distribucién normal. En una muestra de doce lecturas, tomadas
al azar, se han observado los siguientes valores de la variable X.

10 15 11 12 8 13 16 5 14 5 6 5

(a) Dar una estimacién puntual de la media de X. Justifiquese la eleccién del
estimador que se utiliza.

(b) Obtener un intervalo de confianza, al 95 %, para la media de X.
Solucién

(a) Para estimar la media de X, utilizamos la media muestral:

X _ 21;1 Xi.
n

Se propone este estimador porque es insesgado para el parametro media de
la variable poblacional X que se desea estimar. Con la muestra obtenida,
la estimacién resulta:

0+15+11+12+84+134+16+5+14+5+6+5

1
12 0

T =

(b) Puesto que la variable aleatoria poblacional es normal de varianza desco-
nocida, la cantidad pivotal que utilizamos para construir el intervalo de
confianza pedido es la basada en la distribucion t de Student, que elimina
el efecto de la varianza poblacional:

_ X

U S

donde

e 1 es la media de la variable X.
e X es la media muestral. En este caso la media muestral es 10.
e S? es la cuasivarianza muestral. En la muestra obtenida S = 4.1.

e n es el tamano muestral. En este caso n = 12.

En primer lugar, encontramos el intervalo que contiene a U con una pro-
babilidad igual al nivel de confianza 0.95. Puesto que U tiene distribucién
t con 11 grados de libertad, el problema se reduce a buscar los extre-
mos de un intervalo que contenga a una variable con distribucién t1; con
probabilidad 0.95.
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Los extremos del intervalo, obtenidos de las tablas de la distribucion ¢ de
student, son —t11,0.025 = —2.201 y £11,0.025 = 2.201; ya que, por la simetria
de la densidad de la distribucién ¢ (véase la figura 6), la probabilidad del
intervalo (2.201, 00) es 0.025, la del (—oo, —2.201) es 0.025 y la del intervalo
(—2.201,2.201) es 0.95 —4rea de la regién sombreada de la figura 6—.

—2.201 2.201
Figura 6: Intervalo de confianza al 95 %

Ahora que conocemos el intervalo, el resto del ejercicio no es mas que un
sencillo calculo. Dado que

X —p

S/V12

despejando u en la anterior cadena de desigualdades, se obtiene el intervalo

P(-2.201 < <2.201) = 0.95,

_ S S S
X -2201—= , X +2.201—=
( V12 vV 12)

de extremos aleatorios que contiene el valor desconocido de la media p con
probabilidad 0.95.

Una vez que se ha extraido la muestra, el intervalo anterior deja de ser
aleatorio, ya que los estimadores se sustituyen por sus valores en la mues-
tra. Para la muestra extraida el intervalo de confianza que resulta es

4.1 4.1
10 -2.201— , 10+ 2.201 —— ] .
( V12 \/12)

0

Problema 6. La distribucién del error de medida de cierto aparato es una
variable aleatoria con distribuciéon normal de media y varianzas desconocidas. En
10 mediciones, tomadas al azar, se observaron los siguientes errores (expresados
en la unidad de medida correspondiente).

8§ 10 11 10 12 10 9 8 13 9
(a) Obtener un intervalo de confianza, al 90 %, para el error de medida medio.

(b) Si la varianza del error de medida es 0% = 2.5 obtener un nuevo intervalo
de confianza, con el mismo nivel de confianza, para la media del error de
medida. Comparelo con el obtenido en el apartado anterior.
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Solucién

(a) Puesto que el error de medida sigue una distribucién normal con varianza
desconocida, la cantidad pivotal que se utiliza para obtener el intervalo de
confianza es

X —nu

U=""F ~t,_
SING !

siendo

e 4 la media del error de medida.
e X la media muestral.

S2 la cuasivarianza muestral.

n el tamano muestral.

En este caso, para la muestra extraida de tamano n = 10, se tiene que

8+10+11+10+12+10+9+8+13+9

1
10 0

T =

R 2 (8—10)2+ (10 —10)2 +--- + (9 — 10)?
n—lg(xl 7)" = 9

Puesto que la distribucion de U es la de una t con 9 grados de libertad, la
probabilidad de que U esté entre los valores —tg.0.05 = —1.833 y t9.0.05 =
1.833, obtenidos de las tablas de la ¢ de student, es 0.90 —&rea de la region
sombreada de la figura 7—.

X —u

S/VI0

- S - S
P (X — 1.833—1 <p< X+ 1.833—) = 0.90.

Consecuentemente, P(—1.833 < < 1.833) = 0.90; o bien

V10 V10

—1.833 1.833

Figura 7: Intervalo de confianza al 90 % (o2 desconocida)
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Luego el intervalo de extremos aleatorios dado por

_ S . S
X —-1833—==, X +1.833—=
( V10 vV 10)

contendrd el verdadero valor del parametro p con probabilidad 0.90.

Para la muestra obtenida se tiene que z = 10 y S? = 2.67; con lo cual
podremos concluir que el intervalo de confianza con un nivel de confianza
del 90 % es

<10 — 1.833ﬂ , 10 + 1.8332'67> .

V10 V10

Puesto que ahora la varianza de la poblacién es 02 = 2.5 conocida, no
recurrimos, como haciamos en el apartado anterior, a la distribucién ¢,
que elimina el efecto de la varianza. Utilizaremos la cantidad pivotal con
distribucién normal dada por

_X-p
V= h~NOY

donde

e 1 es la media del error de medida.
e X es la media muestral. Para la muestra extraida z = 10.
e 02 es la varianza de la poblacién. En este caso 02 = 2.5

e n es el tamano muestral.

Al igual que en el apartado anterior, encontramos el intervalo que contiene
a V' con una probabilidad de 0.90. La distribucién N(0,1), que rige su
comportamiento aleatorio, nos abre el camino. La probabilidad de que
V, o equivalentemente, una N(0,1), esté comprendida entre los valores
—20.05 = —1.645 y 29,05 = 1.645, obtenidos de las tablas de la normal, es
0.90 —area sombreada de la figura 8—.

—1.645 1.645

Figura 8: Intervalo de confianza al 90 % (02 = 2.5)
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Por tanto, se tendra que

X —p
P(—1.645 < ———— < 1.645) = 0.90.
( T V2.5/v/10 T )
Despejando p en esta cadena de desigualdades, resulta el siguiente inter-

valo de extremos aleatorios que contiene al error medio de medida con
probabilidad 0.90:

V25 - V2.
V25 %y 1.645—5>

V10 V10

Reemplazado el valor de la media muestral que resulta de la muestra
extraida, obtendremos el siguiente intervalo de confianza con nivel de con-
fianza del 90 %:

<)‘( —1.645

V10

Puesto que para la muestra extraida S? =~ o2, las longitudes de ambos
intervalos estan caracterizadas por los cuantiles tg.0.05 ¥ 20.05 de las dis-
tribuciones ¢ y normal; el primero es mayor que el segundo ya que la
distribucién t tiene colas méas pesadas que la normal. Esto explica que el
intervalo de confianza obtenido a partir de la distribucién ¢ tenga mayor
longitud que el basado en la normal.

10— 164525 104 1.645Y22 ) |
V10

O

Problema 7. La cantidad —en kg— de cereal cosechada por m? en una regién

es una variable aleatoria con distribucion normal. En 25 localizaciones elegidas
al azar se obtuvo que la cantidad media cosechada por m? fue de 18.5 kg con
una, cuasivarianza de 1 kg?. Contrastar la hipétesis de que la cantidad media
por m? es de 18 kg, frente a la alternativa de que es mayor. Témese un nivel de
significacién de a = 0.1.

Solucion

El contraste de hipotesis sobre la cantidad media p de cereal cosechado por
2

m* viene dado por
Hy:p=18 Hy:p>18.

Dado que la cantidad recolectada por m? es una variable con distribucién

normal de varianza desconocida, el estadistico de contraste que emplearemos es

X — Mo "
S/\/ﬁ n—1

donde
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R

2.192

Figura 9: Regién critica para a = 0.01

= ug: valor del pardmetro media poblacional. En este caso pg = 18.
= X: media muestral. Para la muestra extraida X = 25.
= 52: cuasivarianza muestral. Para la muestra extraida S2 = 1.

= n: tamano muestral. En este caso n = 25.

La regién critica del test viene dada por

_ X—Ho
R—{ S/\/ﬁ >tn—1;a}a

siendo « el nivel de significacién y ¢,_1,o €l cuantil 1 — o de una distribucién
t con n — 1 grados de libertad, es decir, el valor de la distribucién que verifica
que P(tn-1 <tn-1.0) =1—q.

En este caso, para un tamano muestral n = 25 y un nivel de significacion
a = 0.01, la regién critica —zona sombreada de la figura 9— viene dada por

X —18
R = {5/5 > t24;0_01 = 2192} .

Para la muestra extraida se obtendra que

X —-18 18518
S/51/5
lo cual conduce a rechazar la hipdtesis nula de que la cantidad media de cereal
cosechada por m? es de 18 kg.

=25€eR,

O

Problema 8. A fin de contrastar la hipétesis de igualdad de varianzas de dos
poblaciones normalmente distribuidas, se obtuvo una muestra aleatoria de cada
una de ellas. Los resultados de ambas muestras se recogen en la siguiente tabla.

Poblaciéen 1105 95 11 8 9 10 9.8 10.2

Poblacién 2| 17 18 165 172 19 185 183 175 178 17.7

., Qué evidencia proporcionan los datos acerca de la hipétesis que se pretende
contrastar? Témese nivel de significacion a = 0.1.
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Solucion

Nos estan pidiendo contrastar la igualdad de varianzas de dos poblaciones
normales. Si denotamos por o2 y 03 las varianzas de la poblacién 1 y la poblacién
2 la hipdtesis nula y alternativa se plantean del siguiente modo:

L2 2 L2 2
Hy:07] =05 H, : 07 # 05.

El estadistico de contraste es

Notese que es bajo Hy y, asumiendo la normalidad de ambas poblaciones, cuando
el estadistico tiene distribucién F' con ny y ne grados de libertad.
Los elementos que aparecen en la expresién anterior son:

= nq: tamano de la muestra obtenida de la poblacion 1. En este caso n; = 8.
= n5: tamano de la muestra obtenida de la poblacién 2. En este caso ny = 10.

= S?: cuasivarianza muestral de la muestra extraida de la poblacién 1. Los
datos obtenidos proporcionan el valor S7 = 0.7600.

= SZ: cuasivarianza muestral de la muestra extrafda de la poblacién 2. Los
datos obtenidos proporcionan el valor S5 = 0.4985.

La regién critica del test esta formada por el conjunto de todas muestras que
dan lugar a valores extremos del cociente S?/S%. Cuando hablamos de valores
extremos, nos estamos refiriendo a valores del cociente que no sean proximos a 1.
Para elaborar un criterio de decisién basado en la proximidad a 1, nos apoyamos
en la distribucion en el muestreo del estadistico de contraste.

Con esta idea, propondremos una region critica de la forma

52 52
R_{S;?<01}U{S§>CQ}'

La condicién del nivel de significacién dada por

St St
P(R|H0):P(? <C1|HO)+P(§ >CQ‘HO):O[
2 2

permite obtener los puntos criticos que determinan el criterio de decisién.
Repartiendo por igual el nivel de significaciéon « entre las dos regiones en las
que se ha dividido R, se llegara a las siguientes dos condiciones:

52 « 52 «
P(§;2<01|H0):§ P(§§>02|H0):§~
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De la segunda de ellas se obtiene que ¢z = F),, _1 n,—1,a/2 (valor obtenido
de las tablas de la distribucién F' de Snedecor). Para la primera se requiere un
- S?
pequetio calculo. Puesto que P(S_; < c1|Hp) = P(Fp—1pp—1 < 1) =
2
@
= P(l/Fn1_17n2_1 > 1/01) = P(an—l,nl—l > 1/01) = 5,
se tendrd que 1/¢; = Fry—1n—1;a/2 (valor obtenido de las tablas), es decir,
1= 1/Fn271,n171;a/2-
Ya conocemos la regién critica:

St St
R = 5722 < 1/Fn2—1,n1—1;a/2 U 57% > Fnl—l,nz—l;a/2 .
Para un nivel de significaciéon de o = 0.1 y los tamanos muestrales n; =8 y

ng = 10, se tiene que F7 9.0.05 = 3.2927 y Fy 7.0.05 = 3.6767; con lo cual

2 1 s?
=< —= =0.272 — 2927 5 .
R {S§<3.6767 07}U{S§>3 927

La zona sombreada de la figura 10 representa la regién critica R para un
nivel de o = 0.1.

0.272 3.2927
Figura 10: Regién critica para o = 0.1

La muestra extraida proporciona los siguientes valores para las cuasivarian-
zas: S? = 0.76 y S3 = 0.4985; de donde se obtiene que

.5'712 ~0.76
82 0.4985 '
Por tanto, la decision a adoptar seria aceptar la hipétesis de igualdad de

varianzas de ambas poblaciones.
O



