Regresion lineal

Estadistica 2002-2003



Regresion simple
consumo y peso de automoviles

Num. Obs. Peso Consumo
0) kg litros/100 km 25
1 981 11
2 878 12
3 708 8
4 1138 11
5 1064 13 —_ 20 - ®
6 655 6 £ ® P
7 1273 14 X o o
8 1485 17 p=4
9 1366 18 T 15 4 [ )
10 1351 18 g (]
11 1635 20 s
12 900 10 ~_g o ® o o
13 888 7
14 766 9 g 10 ) o ® o
15 981 13 @ )
16 729 7 o o 09 )
17 1034 12 (&) o
18 1384 17 5
19 776 12
20 835 10
21 650 9
22 956 12 0 | | | | |
23 688 8
24 716 7 500 700 900 1100 1300 1500 1700
25 608 7
% 802 11 Peso (Kg)
27 1578 18
28 688 7
29 1461 17
30 1556 15
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Modelo

yi = Po + bix; +u;,

u; > N(0,0%)

X.

l

B., B, : parametros desconocidos
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Hipotesis del modelo

m Linealidad
CVi =Bt Parametros
m Normalidad
¢ yix; [ N (By+Bx; ) ﬂ()
m Homocedasticidad D1
¢ Var [y,|x] = & 02
m Independencia
¢ Coviy, =20
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Modelo

>
yi =B+ bix; tu;, u; > NO,07)

Y; * Variable dependiente

X, . Variable independiente

ul. - Parte aleatoria
A
A
0
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Estimacion

M (B B =205, By~ B

Zf:_i(%_ﬁo_ﬁﬂ):o Z)’i:nléO_l_'élzxi
dMO :

g :_i(yi_ﬁo_ﬁlxi)xizo inyi:'éozxi—l_'élzxiz

v=F+fx | Z(y - »)(x, = x) Z(x —x)’

Zn:xiYi/n:ﬁ0;+Blez'z/n> n IB n
i=1

cov(x,y;) .

b = var(x.) Bo=y—-px
= ——
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Estimacion: maxima verosimilitud

L(ﬁo»ﬂlaﬁz) ZWGXP _%Z(J’i ~Po —ﬂlxi)z

207 15

(B, Br,0%) =log L(By, f,07°)

:—glog(Zn)——loga ——Z(y, Bo - ,le)
20 i=l1
dl 1< 3 4 f
= Z(J’z Bo = Brx;) =0 Y yi=nBy+ D x
dﬂO G i=1
:%Z( o= Six)x; =0 inyi = ﬂAozxi +ﬁlzxi2
dIBO o =

v=PBo+pix Y- -x) D —x)’
inyi/n=ﬁ0;+ﬁ12xi2/n =5
i=1

n n
0 COV(X' >V )
=l

var(x;)

Po=y-Pix
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Estimacion 02 : maxima verosimilitud

I(Po,pr,0 )———10g(27f)——10g0 —2—2()/1 Bo — Bix:)’

O =l
dl n 1 d ~ 2
A iy B =0
do? 262 261 ZI: l
A A \2
Z(J’i = Bo — B1x;)
6_2 _ i=1
n
€ =D _ﬁO ﬂlxz
n ) n
2
Zel =0 Ze,
I L 52 =1
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Estimacion

Maxima verosimilitud
1 1 & 5
Max — — 0O, — Db x
{(272_);1/26,1 ex{ 257 ,Z:l:(y’ By —Bx;) }}

Minimos cuadrados

Min Zl(yi _IBO _181xi)2

\Bo:y_ﬁlx )

B — COV('xi7yi) _ Z:’ll('xi —f)(yl. _)_7)
1 var(x,) > (x, — )7)2
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Recta de regresion

y=pBy+ Pix

<

Pendiente

By

|
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Residuos

Vi = Bot+tpix; + e
—— N -~ Y ——

Valor observado Valor Previsto Residuo

€
@]
----- 0
& /
€]
o @]
(o) 5 © A A A
Vi =P + B
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Ejemplo: estimacion

Num. Obs. Peso Consumo Prediccion Residuos
(i) kg litros/100 km
1 981 11 11,44 -0,44 25
2 878 12 10,23 1,77
3 708 8 8,23 0,23
4 1138 11 13,28 2,28
5 1064 13 12,41 059 ~ 201
6 655 6 7,61 1,61 E
7 1273 14 14,86 0,86 S
8 1485 17 17,35 0,35 < 15 |
9 1366 18 15,95 2,05 2
10 1351 18 15,78 2,22 E
11 1635 20 19,11 0,89 o
12 900 10 10,49 -0,49 g 10
13 888 7 10,35 3,35 7
14 766 9 8,91 0,09 s
15 981 13 11,44 1,56 o
16 729 7 848 148 51
17 1034 12 12,06 -0,06
18 1384 17 16,16 0,84
19 776 12 9,03 2,97 0 | | | | |
20 835 10 9,72 0,28
o1 650 9 755 145 500 700 900 1100 1300 1500 1700
22 956 12 11,14 0,86 Peso (Kg)
23 688 8 8,00 0,00
24 716 7 8,33 -1,33 5
25 608 7 7,06 -0,06 A A
2 802 11 9,34 1,66 y = —0071 —+ 001 17)(,‘ ; Sp = 2.38
27 1578 18 18,44 0,44 l l
28 688 7 8,00 -1,00
29 1461 17 17,07 0,07
30 1556 15 18,18 -3,18
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Propiedades de 2,

~ cov(x,y) 1 g _ _
ﬂlz ) 2Z(xl_x)(yi_y)
S ns. i=1
1 X X 1 O -
_ X — X
=—>>Ilx —X)y —
nsi zgl( i ) i nSi Wl — l 5
_ nSx
X —X
=2 jy, M EW Y, WY,
=1\ NS
| R
.Zl IW _—Zz l(xi _x):O
ns
1, _ | v I o,
'Zz | Wi X, _—Zz 1(x _x) 2 lel(xi _x) i_—zzi=1 X _x)x 2—221-:1(92- _x) =1
ns. ns. ns
2
" 1 " _ 1
ST N YA
ns. ns.
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Y, ,31 son v.a. independientes

Vi
1 1 1 1 1
.)_;:ly1+_y2+.”+_yn:(_ — _j )’:2 =a'Y
n n n n n n .
Y >
Vi
0 yz T
ﬁ1:W1y1+W2Y2+'”+Wnyn:(Wl W, - Wn): =w'Y
Y
A 0—2 n
cov(y, B)=a’ var(Y)w=— > w, =0
n =

-
14
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Distribucion de 3,

y. = N(B, + Bx,,0%)
B, =wy, +w,y, +---+w y — Comb.lineal de normales
E[,@l]:E[wly1 +w,y, ++w y ]
=wWE ]+ wEly,]+--+w,E[y,] (Ely]=p5,+b5x)
=By (Xw)+ B (Xwx)=p
Varl B.1=Var[w,y, + w,y, +---+w y ]
=wiVar[y ]+ wVar(y,1+--+w[y,] (Var[y]=0")

2
n o
=Xw)o’=—
i=1 ns

~ 02
181 — N[:Bv 2]
ns:
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Modelo en diferencias a la
media

Regresion Lineal
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Distribucion de 2,

2

. ?—>N(ﬁo+ﬂlf,%)

2
A O

i 181_>N(181> 2)
ns:

° v, ,Bl son independientes

B, =y — X = Normal 2 ,
E[:Bo]: Ely]- XE[ﬂl] Do ¢ ﬂo_)N[lB £1+j]

Var[,BO] = 02[1 +x22j

n S
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Distribucion de [

yi = Po + Pr1x; +u; yi = Po+ Pi1x; +e;
u; = N(0,0%)
n 2 n 2
11U . 1€; =
Zl_l ! _)Z;% Zl_l ! _)173—2 ........ > { Zel
0_2 0_2 Zeixi = ()
n
2
i=1 (n=2)sk s 72
- n—2
o2 o2
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Contraste principal de regresion:
;. depende y de x?

H, es falso H, es cierto

x e y estan relacionados  x e y no estan relacionados
- |
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Contraste sobre |la pendiente

Hy:p =0 . B . —
H1:IB1-75O yi:'BO_I_'lei/
BﬁN(ﬂl,“—»

ﬂl ﬂl —)N(O 1) — ﬂl ﬂl

f ns, f ns,
t, = fl . \tl\ >1, 5., = Serechaza Ho

R
Jns.
-]
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Contraste: ordenada en el origen

H,:p,=0 S eo
H : B, #0 Yi = Po T P& /

By~ N8, 7= +f—2))

po
A _2 7
R 1+ x2
NPR

t,|>1,,,,, = Serechaza Ho

[, =
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Descomposicion de la
variabilidad en regresion
v, =B, + Bx +u,
Y = o+ fix; + &

yi — j>l + (yl_)/}l) (reStandO)_/)

(y,=y)= ( )7. —3)+( V- )7.) (elevando al cuadrado y sumando)

gm—y)z: S -P+ X -3)

= il

VI =VE+VNE
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Coeficiente de determinacion R?

n
o — )
VE =Y (i =7) VT =VE +VNE
- VE
} 2 p2 _
VNE = Z(yi -0 > VT
= 0<R? <1
VT — i (y; — )7)2 Mide el porcentaje de VT que
i—1 esta explicado por el regresor

n
=Y+ f3 X 32 —\2 _ A2 2
Vi :y+ﬂ1(xi_x) = VE:ﬁl Z(xi—x) :ﬂl nsy
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Coef. determinacion

2 _ 4 R?=080 . .

R
°o o~ .
oee °°
° o °
-~ —~ o
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Contraste F

HO:ﬁIZO A A 181 f{
H :B #0 Vi =Pot P

'\
VE , .
— —> }(12 (S1 H, es cierto)
. 2 2 Feol o Vf = F 2
VNE Yiei (n—2)8g ) > VNE/(n-2) 52
2 2 2 > An2
VE VNE . , F > F, = Serechaza H
>~ son independientes
o o D
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Regresion con Statgraphics

Dependent variable: Consumo
Independent variable: Peso

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept -0,0712606 0,945148 -0,0753962 0,9404
Slope 0,0117307 0,000886531 13,2321 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Valu
Model 416,811 1 416,811 175,09 0,000
Residual 66,6559 28 2,38057

Total (Corr.) 483,467 29

Correlation Coefficient = 0,928509
R-squared = 86,2129 percent
Standard Error of Est. = 1,54291
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Ejemplo regresion multiple

Consumo =3, + 3, CC + [3, Pot + 3, Peso + [3, Acel + Error

Y X1 X2 X3 X4
Consumo Cilindrada Potencia Peso Aceleracion
I/100Km cc cv kg segundos

15 4982 150 1144 12
16 6391 190 1283 9

24 5031 200 1458 15
9 1491 70 651 21

11 2294 72 802 19
17 5752 153 1384 14

g

Var. dependientes
O respuesta

Y

Var. Independientes
O regresores

Regresion Lineal
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Modelo regresion multiple

yi = Po+ b1xy + Baxg; ++ Prxpg +u;,
u; — N(0,07%)

Bo> L1, 025> P 02 : parametros desconocidos

m Linealidad m Homocedasticidad
Efy] = Byt Bx;t-..+ By, Var [y|x; ,...x,] = 07
m Normalidad m Independencia

vl x;,...x, L0 Normal Cov [y, y,] =0
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Notacion matricial

(n) (1 x1 x  xp (Bo) (w)
o _(b oy v o X B w2
\Vn ) \1 X1n X2n xkn)&ﬁk} \Un )
Y=Xa+U
2
U—> N(0,07°T)
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Estimacion minimo-cuadratica

//\
() (1 a1 x  x B (e
o _(b @2 X X2 B | @2
In) L X1y 2n Y N\ Pr) \en)

Y =Xa+e

donde el vector € cumple

e[ Ze es minimo
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Para que |le||* sea minimo, e tiene que ser
perpendicular al espacio vectorial generado las
columnas de X

1 X11 X1 X1 €
1 =x X X e
X = 12 :22 k2 . e= 2
1 xln x2n xkn en
( n
Zl e =0
n
=X'e=0 2% =0
n
L Zl € Xy = O
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Minimos cuadrados

Solucion MC

XTY = X"Xa+X"e
X'y=X'Xa = a=XX'X)'X'y
- |
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Matriz de proyeccion V

Y e =(1-V)Y

Val. Preyistos

A Y = Xa
Y =XX'X)"'X'Y
Y=VY
Residuos T T
e=Y-Xa=Y-VY V=XX"X) X
=d=WVY Simétrica V=VT

ldempotente VV=V
- |
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Distribucion de probabilidad
de a

Y - N(X4,0°1)
a=XxX"X)!xTy=cy (siendoC=xTx)1xT
a— Normal
E[4]=CE[Y]=CXa=XTx)"'xTxa=3
Var[a] = Var[CY] = CVar[Y]C"
=(x") I xHEen ' xh’
=X IxTxxx)™!
=’ (XIx)!
= —
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Distribucion de probabilidad
de a

A Nac*xIxy™

Bi > N(Bi,0%q;)

(5 )

IBAO /,30\ /%o qo1 QOk\
a=| P | a=| /| Q=(x"x)" =90 v du

\,ék/ \,Bk/ \ 4 k0 qk1 qrk )

dim(Q)=(k+1)x(k+1)
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Residuos

Y = Xa + e
\_ ~~ _J \_ \f. J \__. —
Observados Previstos Residuos

//\
(vi) (1 X21 Xkl ) ,Bo\ (e )
o (b w2 oxp o X2 | B | @
\Vn \1 Xn X2n xkn/\,ék/ \€n

e; =y;i —(Po+ f1x1; ++ Brxp;)
T
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Varianza Residual

T n 2
e e _ Zij=1% 2 n 2
= —)){ L . e
02 02 n—k—1 31\12e _ 1=1"%1
,‘/lleiz n—k—l
E[== =n—k-1 n
[ o2 1= (n—k—l)s%e 9
no 2 ) )Zn—k—l
E[ l:1 l ]: 2 O
n—k—1
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Contraste individual f3;

vi =Po+ Prxi ++ PiXig +u

B; > N(B;,0°qj;)

Ho:p; =0
HIZ,BZ'?’—'O

Pi—Bi NOD) = p1— P N

O\ i SR 4ii
B
f=———; |y|>1¢
SRA4ii

n—-k—l;a/?2

— Serechaza Ho

Regresion Lineal
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Descomposicion de la
variabilidad en regresion

= Po + Prxyj +-+ Prxk te;
y; =y; +e; (Restando )

(Vi=»)=0;—y)+e
2
=) =2 (- 7)? +>0 161
VT = VE + VNE
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Modelo en diferencias a la
media

yl :ﬂo +ﬁ1x1l +.”+ﬁk‘xkl. +ei i)’i:”ﬁ0+ﬁ1§:xli+"'+ﬁk§:xki+§,ez‘
_ A A A i=1 i=1 i=1 lil,_a
Yy =pBo+ Bix1++ Prxg 0
Vi = Bo+ Bixy; +o+ Brxg

yi—y=p1(x1; =x1)+ -+ B (xp; — Xp)
-y (x11—¥ X1 =X

Xkl =Xk | By
V2 =y _|*2-x X0 —X) X2 =Xk | B
Yn=y) \X1n—X1 X2 — X2 Xkn — Xk \ Br

Y-Y=Xb Y-Y=Xb+e
-
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Modelo en diferencias a la
media

Y=Xb+U

y1—y y B b
5. yz—y, Y _ y, b= ﬂ.zj b ﬂg
JA’n_)_’ y :Bk ﬁk
X11—X] Xp1—X) X1 — Xk
- X12 — X X2 —X) e Xk — Xk
Xlp — X Xop — X2 e X — X

b= X'X'XTY bo Nb,62XIX)T
-]
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Contraste general de regresion.

yi =Po+ Pixy; ++ Brxpg tu;

Ho :,Bl :ﬂz ::ﬁk = ()
H1 :alguno es distinto de 0

'\
(SiHg es cierto)

VE VNE

202

son independientes
O

> F

. VE/k
VNE/(n-k —1)

= Fy nok

F > F, = SerechazaHg

Regresion Lineal
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Coeficiente de determinacion R?

vE-YG;-3° | VT =VE+VNE
i=1

n R2 :@
VNE =" (5; =51 > VT
=l 0<R? <1

n
—\2 Mide el porcentaje de VT que
VT = (v, -7) e P : q
i1 _ esta explicado por los regresores

n A — A — A ~~ ~~ A A ~~ ~
VE=Y G;-7? =¥-V v-V)=b’ XIX)b=b" (X' V)
=1
e EEEY}Y}]YEYE

Regresion Lineal 43



Coef. determinacion corregido R

o2 _VE _VT-VNE

vrT VT

__INE (n—k=Dsp X0

— ~2 =l

VT (n—1)§32/ "y n—1
~2
=2 Sk __VNE/(n—k-1)

§)2; VT /(n—1)
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Regresion con STATGRAPHICS

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT -1,66958 0,983305 -1,69793 0,0903
cilindrada 0,000383473 0,0001625 2,35983 0,0188
potencia 0,0402844 0,00656973 6,13183 0,0000
peso 0,00578424 0,00095783 6,0389 0,0000
aceleracion 0,111501 0,0496757 2,24458 0,0254

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 4845,0 4 1211,25 438,70 0,0000
Residual 1065, 74 386 2,76099

Total (Corr.) 5910, 74 390

R-squared = 81,9694 percent
R-squared (adjusted for d.f.) = 81,7826 percent
Standard Error of Est. = 1,66162



Interpretacion (inicial)

m Contraste F=438 (p-valor=0.0000) O Alguno de
los regresores influye significativamente en el
consumo.

m Contrastes individuales:

® La potencia y el peso influyen significativamente (p-
valor=0.0000)

e Para a=0.05, la cilindrada y la aceleracion también
tienen efecto significativo (p-valor < 0.05)
m El efecto de cualquier regresor es “positivo”, al
aumentar cualquiera de ellos aumenta la variable
respuesta: consumo.

m Los regresores explican el 82 % de la variabilidad
del consumo (R? = 81.969)
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Multicolinealidad

m Cuando la correlacion entre los
regresores es alta.

m Presenta graves inconvenientes:

® Empeora las estimaciones de los efectos de
cada variable (3.: aumenta la varianza de las
estimaciones y la dependencia de los
estimadores)

@ Dificulta la interpretacion de los parametros
del modelo estimado (ver el caso de la
aceleracion en el ejemplo).
-
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|dentificacion de la multicolinealidad:
Matriz de correlacion de los regresores.

potencia

acelera

c]

Correlations
cilindrada
cilindrada
potencia 0,8984
( 391)
0,0000
peso 0,9339
( 391)
0,0000
aceleracion -0,5489
( 391)
0,0000

Regresion Lineal
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aceleracion

(X 1000)

cilindrada
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Consumo y aceleracion

Q Dependent variable: consumo
(@} Independent variable: aceleracion
" — Standard T
n Parameter Estimate Error Statistic P-Value
m CONSTANT 21,5325 1,00701 21,3827 0,0000
aceleracion ~0,657509 0,0632814 -10,3902 0,0000
Multiple Regression Analysis
Dependent variable: consumo
QO
O Standard T
== Parameter Estimate Error Statistic P-Value
\3 —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
E CONSTANT -1,66958 0,983305 -1,69793 0,0903
cilindrada 0,000383473 0,0001625 2,35983 0,0188
m potencia 0,0402844 0,00656973 6,13183 0,0000
peso 0,00578424 0,00095783 6,0389 0,0000
aceleracion 0,111501 0,0496757 2,24458 0,0254

Regresion Lineal




Multicolinealidad: efecto en Ia
varianza de los estimadores

yi = Po + Prxy; + Poxo; Tu;

A ] o 2 2
B> S12 82 125182 $3

1 — N2
2 2 5
_ si(1—n s S, (1—r
S, |=sts3(1-m3) Sy = 1(_r1212) I 2(1 3)
si5,(1-1m3)  s3(1-3)
4 ) 5
_ _ o — N0
B 182 ) — N0 O
2 2 D
1518, (1—n2) nsy (1-n3) )
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Consecuencias de la
multicolinealidad

m Gran varianza de los estimadores 3

m Cambio importante en las
estimaciones al eliminar o incluir
regresores en el modelo

m Cambio de los contrastes al eliminar
o incluir regresores en el modelo.

m Contradicciones entre el contraste F
y los contrastes individuales.
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