Variable Aleatoria



Variable Aleatoria

Una variable aleatoria es una funcion que asigna un numero
real a cada uno de los puntos de un espacio muestral S.

Lanzamiento de 2 monedas
X(s) =ENumero de CARAS
s X(s)
CC- 2
CX > 1
XC > 1
XX -5 0
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Variable Aleatoria Discreta

Cuando los valores que toma una variable
aleatoria son finitos o infinitos numerables
se dice que es discreta.

— Resultado obtenido al lanzar un dado
{1,2,3,4,5,6}

— Numero de veces que hay que lanzar una
moneda hasta obtener una CARA

1,234, ..}
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Distribucion de probabilidad

Sea { x;, x,, ..., x, } los valores que puede tomar la variable
aleatoria X. Se denomina distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria a P( X=x; ) que cumple:

* P(X=x,)=20
2., P(X=x,) =1.

x_ P(X=x)
0 - 1/4
N° de Caras al lanzar 2 monedas <
1 - 172
2 - 1/4

.
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Distribucion de probabilidad

p(X)

1/2

1/4
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[Lanzamiento de un dado

X P(X =Xx)
1 1/6
2 1/6
3 1/6
4 1/6
5 1/6
6 1/6

N———@

wl—e

At ——@

a+—e
o——eo
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Funcion de distribucion

La funcion de distribucion Fy (‘X ) de una variable aleatoria
X se define para todo niimero real x como:

Fyu(x)=Py(X< x).

Ejemplo. X = Numero de caras al lanzar 2 monedas

X Fy(x) Fi)
(-00,0) 0 T —
[0,1) 1/4 3/4 - o—
[12)  3/4 10 - '; |
[2,00) 1 v e—
0 1 2 3
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D : > Funcion de
3/4 ~— .. .,
: : : Distribucion
1/2 Z
104 - @m—
o 1 3
X
1/2 i . . .y
i ? Distribucion
. puntual de
1/4 — L
§ probabilidad
o 1 3
X
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[Lanzamiento de un dado

F(x)

-—
I I

p(x)

1/6

X P(X =x)
1 1/6
2 1/6
3 1/6
4 1/6
5 1/6
6 1/6
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Una funcion F(x) es una funcion de distribucion
s1'y sOlo s1 cumple las siguientes condiciones:

a. Ilim F(x)=0 y [im F(x)=1.

X—>—00 X—>+00

b. F(x) esuna funcion no decreciente.

c. F(x) escontinua por la derecha :
Vh>0, limF(x+h)=F(x).

h—0
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Variable aleatoria continua

Una variable aleatoria X es contihua s1 su
funcion de distribucion Fy (x ) es continua.

0 F(x)
X

0.75 0.25 M

1/2
1/4 —

0.50

Fy(x)=x, xUJ[0,1)
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Funcion de densidad

La funcion de densidad de probabilidad f,(x)
de una variable aleatoria continua X es la
funcion que verifica

Fo)=| fe@adt, V.
S1 F,(x) es derivable, ademas

¢ F)= £
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F(x)

f(x)

1/2

1/4

> Funcion de distribucion
Fi(x) =x, xU[0,1)
15
Funcion de densidad
fufx) =1, x0[0,1]
1,5
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Una funcion f, (x) es una funcion de densidad
de probabilidad de una variable aleatoria X s1y
solo s1 cumple:

a. f,(x)=0paratodo x.

b. [ fr(x)de=1.
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Calculo de probabilidades
fe@) ]

_/

P(a< X <b)=F, (b)-F,(a)
= [ fr () ax
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Transformaciones

Dada una variable aleatoria X con funcion
de densidad f, (x) vamos a ver como se obtiene
la funcion de densidad £, () de la variable
aleatoria Y, definida como
Y = g(X)

Casos a considerar :

*La funcion g es monotona creciente

* La funcion g es monotona decreciente

*La funcion g no es monotona
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Funcion g creciente

Fy(y)=PY <y)
=P(g(X)<y)
=P(X<g'(»)
=F (g7 (»)

fym =)
34

_dg ()
dy

x fx (g (»)
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Funcion g decreciente

N F,(y)=PY <y)
=P(g(X)<y)
=P(X2g"(»))

I J =1-F, (g7 (»))

x=g(y) fY(y):a{)Ey)
-8 Wr (g 0)
%
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Funcion monotona

dg ' (y)
dy

fr(¥) = x f (g™ ()
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Transtormacion no monotona

A

Fy,(y)=P( <y)
=P(x, S X <x)+P(x; <X <x,)+P(x; < X <x/)
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Ejemplo de transformacion

El radio de una esfera es una variable aleatoria cuya

funcidon de densidad es

fX(x) =3X2,

0<x<lI.

¢.Cual es la funcion de densidad del volumen?

Y = Volumen de la esfera

Y_47zX3 = X = (3Y)
3 4

g(X)—iﬂx =g (y) = (3yj,

A

1

Iy yg () x fr(g ()
_ 3 ar.
47’ O=y=< 3
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Esperanza
Se define esperanza o media de una variable

aleatoria discreta X y se representa por E[X] al

valor :

E[X]=) xP(X =x,).
i=1

Ejemplo : Lanzamiento de un dado

E[X]zlx1+2><1+3><1+4><1+5><1+6><1:3.5
6 6 6 6 6 6

LCE RRRE AREC JRAN SEN SEER AN 1 Centro de la
] { [ [ [ I [ distribucion de
R Y B probabilidad
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Esperanza
Se define esperanza o media de una variable

aleatoria discreta X y se representa por E/X] al
valor o0
E[X]= ) xP(X =x).

X=—00
Ejemplo : Lanzamiento de un dado

E[X]zlx1+2><1+3><1+4><1+5><1+6><1:3.5
6 6 6 6 6 6

LCE RRRE AREC JRAN SEN SEER AN 1 Centro de la
] { [ [ [ I [ distribucion de
R Y B probabilidad
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Ejemplo

El sistema de planificacion familiar de un extrano
pais consiste en permitir ¢l nacimiento de hijos
hasta que nazca la primera hija. Si1 los sucesos

nifo o nina son equiprobables ¢ independientes,
cudl sera el tamafio medio familiar?

P(X=k)=1/2)", k=12.3,..0
E[X]=) kx(1/2)"=2.
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Esperanza

Se define esperanza o media de una variable aleatoria
continua X con funcion de densidad f,(x) y se

representa por £/X] al valor
E[X]= j X [ (x)dx.

Ejemplo : Distribucion uniforme f,(x)=1, 0 < x <1

1 2

Centro de la
distribucion de

probabilidad

1

X
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Propiedades de E[X]

e Transformaciones lineales Y =a+b X

ElaX +b]l=aE[X]+Db

* Transformaciones no lineales Y = g(X)
E[Y] = _'_:yfy(y) dy

= [ &) fu)dx
=E[g(X)]
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Varianza

Sea X una variable aleatoria con media p, se
denomina varianza a

Var(X) = E[(X-u)*].
*Variable aleatoria discreta
Var[ X]= Z(x—,u)zP(X = X).

xX=

*Variable aleatoria continua
VarlX]= [ (r=p)* f(x)dx
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Propiedades de la varianza
1. Var(X)=E[(X —u)’]

= E[X°]-u".

2. Var(aX +b)=a’Var(X)
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Ejemplos

Lanzamiento de un dado

Vazr[)(]:(12><1+22><1+32><1+42><1+52><1+62><1)—(3.5)2
6 6 6 6 6 6
33
12

Distribucion uniforme
Var[X]=[x* x1dx—(1/2)

1 1

X
3. 4 12
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Desigualdad de Tchebychev

1

Area>1— —
> k?

.
s
P
llll
s
s
P

U-k O U U+k o
Para cualquier variable aleatoria
u=FE[X] o’ =Var[ X]
|

lcz.

P(X-pu<ko)>1-
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