
Distribución conjunta de
variables aleatorias
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Definiciones

X : SUMA DE DOS DADOS
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
1 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18

Y : DIFERENCIA 2 1/18 1/18 1/18 1/18
DE DOS DADOS 3 1/18 1/18 1/18

4 1/18 1/18
5 1/18

Ejemplo: Se lanzan dos dados y se definen las variables
aleatorias: suma (X) y valor absoluto de la diferencia (Y)
de los resultados.

Distribución Conjunta P(X=x, Y=y)
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Distribuciones Marginales

X : SUMA DE DOS DADOS

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Y
0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36
1 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 10/36

Y : DIFERENCIA 2 1/18 1/18 1/18 1/18 8/36
DE DOS DADOS 3 1/18 1/18 1/18 6/36

4 1/18 1/18 4/36
5 1/18 2/36
X 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Marginal de X Marginal de Y
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Definiciones (v. a. discretas)

• Distribución de probabilidad conjunta de
dos variables aleatorias X, Y

• Función de distribución conjunta:
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
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Distribuciones marginales

∑

∑
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−∞=
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−∞=
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x
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y

y

yYxXPyYP

yYxXPxXP
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0,14
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Suma de
dos dados
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Distribuciones condicionadas
X : SUMA DE DOS DADOS

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Y
0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36
1 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 10/36

Y : DIFERENCIA 2 1/18 1/18 1/18 1/18 8/36
DE DOS DADOS 3 1/18 1/18 1/18 6/36

4 1/18 1/18 4/36
5 1/18 2/36
X 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Y | X = 8

0 1/5
1 0
2 2/5
3 0
4 2/5
5 0

1

Distribución de la diferencia
entre los dados condicionada a
que la suma es 8.

P(Y=y | X=8) = P(Y=y, X=8)/P(X=8)
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Variables aleatorias continuas

:cumple que

conjunta, densidad defunción  la),( Siendo
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Variables aleatorias continuas

• Función de distribución

• Funciones de densidad marginales

∫ ∫∞− ∞−= x y
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Las variables aleatorias X, Y tienen como función de
densidad conjunta
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Funciones de densidad
condicionadas
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Ejemplo





>+
≤+=

222

222

,0

,
),(

ryx

ryxc
yxf

rxrxr
r

dy
r

dyyxfxf

r
c

xr
xr

X

≤≤−−=

=

=

=

∫

∫
−+
−−

∞
∞−

,
2

1

),()(.2

.
1

.1

22
2

2

2

22

22

π

π

π



Dist. Conjunta  V.A. 12

Ejemplo (cont.)
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Independencia

.

si sóloy  si ntesindependieson   aleatorias  variablesLas

(y)(x)ff(x,y)f

X, Y

YXXY =









<<=

<<=
⇒<<<<=

10,3)(

10,2)(

10,10,6),(.1
2

2

yyyf

xxxf

yxxyyxf

Y

X

XY

Independientes













≤≤−−=

≤≤−−=

⇒






>+

≤+
=

ryryr
r

yf

rxrxr
r

xf

ryx

ryx
ryxf

Y

X

,
2

)(

,
2

)(

,0

,
1

),(.2
22

2

22
2

222

222
2

π

π
π

No Independientes



Dist. Conjunta  V.A. 14

Esperanza de g(X,Y)
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Propiedades de E[g(X,Y)]

( )

E[Y]E[X]Y]E[X

 Ejemplo
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Covarianza

.y    donde

:como define sey  

por  denota se ,  aleatorias  variablesdos de covarianza La

E[Y]ìE[X]ì

)]ì)(Yì E[(XCov(X,Y) 

Cov(X,Y)

X, Y

YX

YX

==
−−=

Propiedades

• Cov(X,Y)=E[XY] - E[X]E[Y]

•Si X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0.

•Var (X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y)
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Correlación

.
)()(

),(

como  aleatorias

  variablesdos entre n correlació de ecoeficient define Se

YVarXVar

YXCov
 (X,Y) 

X, Y

=ρ

ρ

Propiedades

• -1 ≤ ρ(X,Y) ≤ +1

• Si X e Y son independientes, entonces ρ(X,Y) = 0.

• Y = a + b X  ⇔ ρ(X,Y) = 1 (b>0) o ρ(X,Y) = -1 (b<0)
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n variables aleatorias

)x,xf(x n,...,21

Para hacer cálculo de probabilidades de un suceso en el
que intervenga las variables aleatorias X1, X2, ..., Xn es
preciso conocer la distribución de probabilidad conjunta.

Si las variables son continuas se emplea la función de
densidad conjunta
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Vector de variables aleatorias
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Distribuciones marginales
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Esperanza
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Vector de Medias y Matriz de
Varianzas
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Independencia
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Transformaciones Lineales

( )






































=

=

=

=+++=

→=

→=

nnnn

n

n

n

nn

T
n

T
n

a

a

a

aaa

VarYVar

EYE

XaXaXaY

naaa

nXXX

M

L

MOMM

L

L

L

L

2

1

2
21

2
2
212

112
2
1

21

2211

21

21

][][

][][

constantes  deVector ,),...,,(

aleatorias  variables deVector ,),...,,(

σσσ

σσσ
σσσ

aXa

Xa

Xa

a

X

T

T

T



Dist. Conjunta  V.A. 25

Transformaciones Lineales
Caso General
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Transformaciones Lineales
(Independencia)
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Ejemplo:
Calcular la media y la varianza de la suma de 12 variables
aleatorias independientes con distribución uniforme en (0,1)
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Ejemplo
• Se dispone de n sobres con sus correspondientes

cartas. Se extraen las cartas de los sobres, se
sortean y se vuelven a introducir de forma aleatoria
cada una en un sobre. ¿Cuál es el número esperado
de cartas que coinciden con su sobre inicial?
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Ejemplo
• Un proceso fabrica una proporción p de tornillos

defectuosos. Se define X como la variable “número
de tornillos extraídos del proceso hasta que
aparecen r defectuosos”. Se pide E[X] y Var[X].

.
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XX
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defectuosoprimer  el aparece que hasta extraídos  tornillosde Número 
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Media de n variables aleatorias
independientes
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Teorema Central del Límite
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Distribución normal multivariante

 positiva dasemidefini  Matriz
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Distribución normal bivariante
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Propiedades

• Las dist. marginales son normales N(µi, σi).

• Las dist. condicionadas son normales.

• ρ=0 ⇔ Las variables son independientes

• Transformaciones lineales:

Y = AX

X es N(µ, M) ⇒  Y es N(A µ, AMAT)
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Ejemplo
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