Distribucion conjunta de
variables aleatorias



Definiciones

Ejemplo: Se lanzan dos dados y se definen las variables
aleatorias: suma (X) y valor absoluto de la diferencia (Y)
de los resultados.

Distribucion Conjunta P(X=x, Y=y)

X: SUMA DE DOS DADOS
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 (1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
1 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18
Y: DIFERENCIA 2 1/18 1/18 1/18 1/18
DE DOS DADOS 3 1/18 1/18 1/18
4 1/18 1/18
5 1/18
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Distribuciones Marginales

X: SUMA DE DOS DADOS
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| Y

0 |1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36| 6/36
1 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 10/36
Y: DIFERENCIA 2 1/18 1/18 1/18 1/18 8/36
DE DOS DADOS 3 1/18 1/18 1/18 6/36
4 1/18 1/18 4/36
5 1/18 2/36
X

1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 /

N,

Marginal de X Marginal de Y
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Definiciones (v. a. discretas)

 Distribucion de probabilidad conjunta de
dos variables aleatorias X, Y

(P(X =x,Y=y)20, Vx,y
X=00 Y=00
> YPX=xY=y)=1.

| X=—00 y=—00

P(X=x,Y=y) -

* Funcion de distribucion conjunta:

Fyy(x,y)=P(X <x,Y <y)
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Distribuciones marginales

P(X =x)= yiooP(X =x,Y=Yy)

y=—00

P(Y=y)= Y P(X=xY=y)

X=—00

0,18
0,16 -
0,14 - ) )
0,12 -
0,1 -
0,08 - ® o

Suma de 0.06 | o o

0,04 -

dos dados 0,02 {

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
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Distribuciones condicionadas

X: SUMA DE DOS DADOS
2 3 4 5 6 7|89 10 11 12| Y

0 |1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36] 6/36
1 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 10/36
Y: DIFERENCIA 2 1/18 1/18 1/18 1/18 8/36
DE DOS DADOS 3 1/18 1/18 1/18 6/36
4 1/18 1/18 4/36
5 1/18 2/36
X

1/36/2/36 3/36 4/36 5/36 6/36|5/36]4/36 3/36 2/36 1/36

\ TR

Distribucion de la diferencia 0o [ 15
. . 1 0
entre los dados condicionada a 2 | 25
que la suma es 8. / 2 s
5 0

P(Y=y | X=8) = P(Y=y, X=8)/P(X=8) 1
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Variables aleatorias continuas

Pla<X <be<Y<d)=["[" fyy(x,y)dxdy
Siendo fyy(x,y) lafuncion de densidad conjunta,

que cumple:

1) ny(X,y)ZO, \V/)C,y
2) Eooojiooof)(y(an)dXdyzl
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Variables aleatorias continuas

 Funcion de distribucion

Fyy(x, )= [°, fxy(u,v)dudy

* Funciones de densidad marginales
Fx ()= fxy (x,») dy

fY(J’)ZEOOOfXY(X»y) dx
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Las variables aleatorias X, Y tienen como funcion de
densidad conjunta

fXY(x,y)=6xy2, O<x<l,0<y<l

1. P(XSx,YSy)zI:I()y6uv2dudv=x2y3

2. P(X+Y<L]= Jj6xy2dxdy

x+y<l y

= j; I;_y 6xy2 dxdy = %

3. Marginales

1

Jx (%) =I06xy2dy =2x, O<x<l
1

fy() =] 6x0%dv=3y% 0<y<I
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Funciones de densidad
condicionadas

Sy (X, )
fr(»)

freln=" )}Y;é)y ), cuando f,(x)> 0

Sy (x| y)= , cuando £, () > 0.
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x2+y23r2
362+yz>7'2
2.fx (x)= [, [ (x,9)dy
_ | rz—xzd
~ gl ®
2
=— r2—x2, —r<x=<r
nr
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Ejemplo (cont.)
3.fy(9)= j " Sy

+r—y

2/ry

-r 0 r -r 0 r

H) Txv(xy)
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Independencia

Las variables aleatorias X, Y son independientes si y solo si

Jr(6) = [ (f ()

1.

Independientes

(1 2 2_ 2

—, X" +y <r
2. f(x>J’):<7z7’2

| 0, x2+yz>r2

No Independientes

frr(t,p)=6xy", 0<x<1,0<y<l=-

\

[ fv(x)=2x,0<x<1

fx(x)=

fr(y)=

fy(»)=3y",0<y<l1

2

2 2

—5 VT —Xx —Fr<x<r
r
2
— rz—yz —~—r<y<r
r
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Esperanza de g(X,Y)

(a) Si1.X Y son variables aleatorias discretas, se define

esperanza de la funcidon g(X,Y) como:

X=00 y:w

E[gXY)] =D > glx,»)P(X =x,Y =)

X=—00 y=—00

(b) S1.X, Y son variables aleatorias continuas, se define

esperanza de la funcidon g(X,Y) como:

E[gX.Y)] = IO; IO; g(x, ¥)f xy (X, y)dxdy
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Propiedades de E[g(X,Y)]

S1g(X,Y) =g(X)+ g,(Y)secumple
ElgyX)+g0] = [ [ (19)+2o) fiy (x, y)dxely
= [ el fxrey)dsdy+ [ [ gx() fay(x,y)dxdy

:..oooogl(x)(f; fXY(xay)dyjdX+ :

" e[, for G

..jooo 81(x) fx (x)dx + f; 2o (V) fy (¥)dy
= E[g1(X)]+ E[g,(Y)]

Ejemplo
E[X+Y]=E[X]+E[Y]
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Covarianza

La covarianza de dos variables aleatorias X, Y, se denota por
Cov(X,Y)y se define como :
Cov(X,Y) = E[(X -1, )(Y -1 ,)]

donde | , = E/X] yi , = E[Y].

Propiedades

* Cov(X,Y)=E[XY] - E[X]E[Y]

*S1 X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0.

Var (X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X.,Y)
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Correlacion

Se define coeficiente de correlacion p entre dos variables
aleatorias X, Y como

Cov(X,Y

pPXY) = (X.1)

WVar(X) Var(Y)

Propiedades

-1<pXY) <+1

» S1 X e Y son independientes, entonces p(X,Y) = 0.
*Y=a+bX < pXY)=1(>0)opXY) =-I(b<0)
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n variables aleatorias

Para hacer calculo de probabilidades de un suceso en el
que intervenga las variables aleatorias X, X, ..., X es
preciso conocer la distribucion de probabilidad conjunta.

S1 las variables son continuas se emplea la funcion de
densidad conjunta

J(X1, X550 X, )
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Vector de variables aleatorias

X=(X,,X,,...,X )— Conjunto (vector) de n v.a.continuas
Su distribucion de probabilidad conjunta viene caracterizada por
su funcion de densidad conjunta : £, (x,,x,,...,X, )

o por la funcion de distribucion conjunta Fi (x,, x,,..., X, ).

Fo(, e, ) = [ [ [ Attt )ty -t
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Distribuciones marginales

X =(X{,X5,...,X, ) = Conjunto (vector) de n v.a.continuas

La funcion de densidad marginal de X;, f.(x;),

[ = [ sy x, )y dxy -+ d,
R _/
-

Todas menos x;

La funcion de densidad marginalde (X, X)), 1, (x,,x,),

1

fij(xiaxj) :L:r;"'IZfx(xlaxzr"axn)dxldxz "'dxn/
YT

Todas menos x; y x;
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Esperanza

Esperanza de g(X) = g(X{,X9,....X},)

E[g(X)] =[50 B0+ %0 8 (51220 res X)X (X1, X0 s Xy eyl -,
Es facil demostrar :

E[Xl] = Iiooofgooo : Eoooxlfx(xl,xz,...,xn)dxldxz : ~-dxn
= 200 X fi (% )X

E[g( X1, Xo)] =100 1200 g (X1, X)) fxX (X1, X0 5.0, X Yy ) - -+ dx,

= |50 120 g (X1, X3) f12 (X1, X7 )dx1dxy
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Vector de Medias y Matriz de

Varianzas
X=(X,,X,,....X n)T, — Vector de n variables aleatorias
Hulg gg = F[X,]
=E[X
prxg= 20 e =ELX]
L, i
1, = E[X,]
ib 012 JlnH
(O o: o, [ Var(X,)=0
var[X]=g 2 2 e, g Var )_
OV(Xian) li]
@ln 0-211 O-i ﬁ
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Independencia

Las variables aleatorias X, X5,..., X,, son independientes
s1y sOlosi

JOX0 500X ) = Ji(X ) 2(X0 )+ f X, )-

Dist. Conjunta V.A. 23



Transtformaciones Lineales

X=(X,,X,,.,X,)",— Vector de n variables aleatorias
a=(a,a,,.., an)T ,—> Vector de n constantes
Y=aX,+a,X,++a X, =a'X
E[Y]=a"E[X]
Var[Y]=a' Var[X]a

0, Op O, || %

2
O O e O a
B 12 2 2n 2
_(al az.“an) . . . . .
2 \a
Gln 0211 O-n n
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Transtformaciones Lineales
Caso General

X=(X,,X,,..,X,)",— Vector de n variables aleatorias

a, 4, -o4q,
a a oo a
21 2 2 .
a=| : " | > Matriz de m x n constantes
aml amZ e amn
Y a, a, - a,|X
Y, a a ea
2 21 2 2 2
= . : "1 .7 |=AX = E[Y]= AE[X]
Ym aml amZ e amn Xn

Var[Y]= AVar[X]A"
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Transtformaciones Lineales
(Independencia)

X=(X,X5,....,X, )T ,— Vector de n variables aleatorias independientes
a=(ay;,a,..., an)T, — Vector de n constantes
Y=a,X,+a, X, ++a,X, =a'X

ElY]=a E[ X ]+ a E[ X ]+ +a,| X, ]

of 0 0\ a
2
0 || a
Var|Y | = al Var| X]a = (al a, ---an) 0 o2 , 2
0 0 op \a,

Y O 5 S

S N
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Ejemplo:

Calcular la media y la varianza de la suma de 12 variables
aleatorias independientes con distribucion uniforme en (0,1)

U
Ul E[U;]1=1/2
U= 2| U; — Uniforme(0,1) < Var[U;]1=1/12
: Cow(U;,U;)=0
U12

Y:U1+U2 +"'+U12

12
E[Y]=) E[U;]=6
i=l1

12
VarlY]=Y Var[U;]=1
i=1
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Ejemplo

 Se dispone de n sobres con sus correspondientes
cartas. Se extraen las cartas de los sobres, se
sortean y se vuelven a introducir de forma aleatoria
cada una en un sobre. ;/Cual es el nimero esperado
de cartas que coinciden con su sobre 1nicial?

X = Numero de coincidencias X=X+ X, +-+X,

{O, Sila carta i no coincide con su sobre inicial
i

1, Sila cartai sicoincide con su sobre inicial
E[X]=E[X|]+ E[X,]+ -+ E[X,]
1 1 1

=—+—+---+—=1.
n n n
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Ejemplo

 Un proceso fabrica una proporcion p de tornillos
defectuosos. Se define X como la variable “numero
de tornillos extraidos del proceso hasta que
aparecen r defectuosos”. Se pide E[X] y Var[X].

X, = Numero de tornillos extraidos hasta que aparece el primer defectuoso
X, = Numero de tornillos nuevos extraidos hasta que aparece el 2° defectuoso

X; = Numero de tornillos nuevos extraidos hasta que aparece el 1 - ésimo defectuoso

X=X{+X,+---+ X,
E[X;]=1/p

X; : variable aleatoria geométrica { )
Var[X;]=(-p)/p

E[X]=E[X,]+E[X,]++E[X,]=—
p
_rd-p)

p2 Dist. Conjunta V.A. 29
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Media de n variables aleatorias
independientes

X

(X1, X9, X, )T ,—> Vector de n variables aleatorias independientes
X1+ X +-+ X,
n
E[ X+ E[ Xy +--+ E[X,]
n
Var| X1+ Var[ Xy ]+---+Var[ X, ]

-

n
Si las variables tienen la misma media y varianza

| =E[X;] Vi o =Var[X;] Vi

E[X]=
X1+ Xy +--+ X, [X] 'u2:>
o)

— -
n Var| X 1= —

n

>
I

E[X]=

Var[ X =

X =
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Teorema Central del Limite

Sea X,X»,...,X,, una secuencia de variables aleatorias

independientes con la misma distribucion de probabilidad

de media x4 y varianza &% < o, Entonces

lim P(X_“gtjzd)(t), — 0 <t <®
1—>00 (7/ n
donde X =(X7+ X, +---+ X,)/n
D)= 1t e 2dx
27

es la funcion de distribucion de la normal estandar.
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Media =0.5
X Var = 0.08

02 0 02 04 06 08 1 1,2

S5r

4r

, Media = 0.5
¥ X+ Xy +-+ X3
10 2F Var =0.08/10

1F

0 omm— =
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Distribucion normal multivariante

X, H, 012 o, ' O,
X 2
X=|""| wu=EX]= b . M=Var{x]=|" " ©> =
: H : ‘ ‘
X” ’u” Gln G2n ) 6721
1 1 Tan-l
f(xlaxza---axn) — (2 )n/Z M1/2 CXp _Z(X_zu) M (X_:u)
T

X=(x,%,,.,x,) €R"

1=y, by 1) €R
M € Matriz n x n semidefinida positiva
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Distribucion normal bivariante

1 1 —1f Y1~ M
f(xl,Xz)=1/zeXp{—(x1—ﬂ1 Xy — )M ( j}
271\M\ 2

Xy —Hy

2 2 2
31:(351,362)TEER M:(Gl Ulzj:( 0] ,00102}
T _ o2 2 2 P
=, 1) €N O 03 poic,  O)

1 o
-pH| =~

‘M‘ = 0120'22(1 — pz), M=

2 2
1 1 X — Xy —

f(x17x2): 2 CXPy — 2 ( 1 /Jlj +( 2 luzj
2ro105+/1-p 2(1-p7) O] )
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) 2 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
rho=0 rho=0.5 rho=0.9
2 2 2
0 (o) 0 Q) 0 N
) 2 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
rho=-0.2 rho=-0.5 rtho=-0.9
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Propiedades

Las dist. marginales son normales N(l, O,).
Las dist. condicionadas son normales.
p=0 < Las variables son independientes
Transformaciones lineales:
Y=A4X
XesN(u M) Yes N(A U, AMAY)
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Ejemplo

Sea la (X, X,, X;) normal tridimensional de media (10, 20, 30) y matriz de varianzas
1 0 0
M=|0 1 O}
0 0 4
PX, +X,2X,+1)?

E[Y]=10+20-30=0
Y=X,+X,-X, > Normals-

Var[Y]=Var(X,)+Var(X,)+Var(X;)=6

PX,+X,2X,+1)=PX,+X,- X, >1)
= P(Y 1)

Y -0
6 28
=1-o(1//6)

= P(
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