Analisis de la Varianza
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¢ Existen diferencias entre los
tratamientos?

m Se desea comparar dos

DAmEny | retamientos para
reducir el nivel de

51,3 29,6

39 4 47.0 colesterol en la sangre.
26.3 25.9 Se seleccionan 20

39.0 13,0 iIndividuos y se asignan
481 33,1 al azar a dos tipos de
34,2 22 1 dietas Ay B. La tabla
69,8 34,1 muestra la reduccion
31,3 19,5 conseguida después de
45,2 43,8 dos meses.

46,4 24,9
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Método: 4 pasos

m Definicion del modelo de distribucion
de probabilidad:

¢ Hipotesis
¢ Parametros

m Estimacion de los parametros
m Diagnosis de las hipotesis
m Aplicacion
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Modelo

Ormoo=

nO-+H4>»0

AN
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Modelo: Hipotesis y Parametros

Hipotesis basicas:

e Normalidad Parametros
y; 0 N(,0%) Hi

e Homocedasticidad Lo
Var [y;] = 02 S 2

® Independencia

Cov [y, Yl = 0
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Modelo

2

Las observaciones se descomponen en:
m Parte predecible — ul-
m Parte aleatorla
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Estimacion medias:

7 A B
Z i 51,3 29.6
B = 39,4 47.0
Ui = Vie= 26,3 25.9
n 39.0 13.0
48,1 33,1
34,2 22.1
n, 69,8 34,1
Z s . 31,3 19.5
~ 2J 45,2 43,8
. . —J= 46.4 24.9
" = : :
H2 2e 1, 431 293
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Estimacion varianza (residuos)

_ 2 Residuos

Vi =W g, Uy — N(0,6 %) A s

8,2 0,3

3,7 17.7

U; = V:: — U, -16,8 -3,4

yoooy 4.1 16,3

€;; = Vi —J_/. 5,0 3,8

yoooy e 8.9 72

11,8 9.8

2 n 2.1 14,5

Zze% 3,3 4.4
, , o4 Y 0,0 0,0
G ISy =—" n
! S e, =053 =130.95

Jj=1

-
8
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. . A2
Varianza residual: Sg

«r <+»
o O @ O
/ A , A
Y Hi /v H,
- 2 { e
P12 $§2_Z(y1j—y1.) > >§%:Z(J’2]’ Y2e)
SRE p— , o
Yin, | Y2n |

n =1 j=1 m—1. ny—1.
SI%:’ J _"M 312+2 2
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Diferencia de medias: y;, — .

<+ <+
e O e O
A A
¥ ul /| IJ'2
§=_ Y11 ) | Va1
‘ Y 2 ‘ Y22 ¢) 2
\ 12 _ o \ _
> : $ J’1.—>N(H19_) b - ( y20_>N(M2a_)
. nl . n2
Yin, | Yan, |
2 2
_ _ o o
Vie— V2o = N(Wy —lp,—+—)
n. n

()71.—)72.)—(H1—M2)_)N(01) F = ()71°_)72°)_(M1_“2)—”n—2

1 1 $p i+L
Oy —* — non
L)
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Contraste de igualdad de medias

Hy: pyp=p,
Hy:opy # 1,

11 B ;
SR\/ + “tan tos2

to| <t,,» = Noserechaza H,

to| >, ,» = Serechaza H,
-
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Ejemplo: 0 = 0.05

Hy: py=p, RR. g _R.»R
Hy: py# i, «
_ 0.023 0.025
f = 43.1-29.3 969 /}( \4\

11.44\/1 o H10 210
10 10

2.69>2.10= Serechaza H,,
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Ejemplo: O = 0.01

Hy: pyp=p, RR
Hy: py# i, «

_ 0.005

o 431293 0 000

11.44\/ L1 -2.88 ° 2.88
10 10

2.69 <2.88 = Noserechaza H,
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Nivel critico (bilateral)

Hy: pp=p, £
Hy: o pyp# py
_ 0.074 0.074
o 431-293

-
L 1 - -
11'44‘/E+E Q.@ §9

p —valor = Pr(|t;g| > 2.69) = 0.0147

*a = 0.05 > p-valor 11 Serechaza H,
*a = 0.01 <p-valor L1 No serechaza H,
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Conclusiones (fijado o)

mSi|t|>t, ,sedce
gue la diferencia
de medias es
significativa. O
simplemente que
los tratamientos
son distintos
(tienen medias
distintas)

mSilt| < t,sedice

gue la diferencia
de medias no es
significativa. No
hay evidencia
suficiente para
afirmar que las
medias de los
tratamientos sean
diferentes.
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No rechazar Ho,, no implica
que H, sea cierta

m Elresultado || < £,,,, (no se rechaza
Hy) no debe interpretarse como
que “se ha demostrado que las dos
medias son iguales”.

No rechazar la hipotesis nula implica que
la diferencia entre las medias [, - U, no
es lo suficientemente grande como para
ser detectada con el tamano muestral
dado.
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Intervalo de confianza para
la diferencia de medias: M —H»

(ylo_yZO)l_(Mi_“Z) _)tn—Z tn—Z
SR —+— a/2
o N z
'ta/z t0(/2
PI'{ { /2_(y1 y2 )1 (Mi “2)<ta/2} 1—(1
Sp.|—+—
np Ny
_ . 1 1
My —Hp € (Ve =Y2e) T 1o /28p, | —+—
np ny
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Ejemplo: intervalo de confianza py —u,

l18

0.025 0.025

7

=" s
L)

2.10 : 2.10

1 1
ul_l’lze(ylo_yZQ) T ta/2§R\/+
n n

1 1
— 43.1-293)+2.10x1144x | —+ —
B — o e( ) T

U —uy €l3.8 £ 10.74
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Hipotesis de homocedasticidad

« «
o O ® 0
/[ | Hy ni| M
| Y12 52 - s -0 || 22| 20 —120)
> n —1 > -1
Yin | Yon |

HO :612 :(522

L2 2
Hl .Gl iGz
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Distribucion F

N\

i o 21
_ — 2
y%2 &@1222()/1] ylo) N ok) 2_2()’2]‘_)/2-)
: }’ll —1 . >§2 B 1
ny —
Vn Y2n
2
(I”ll —1)31 2 — 2
2 7 Xp (3 21)§2 - X;f—l
G ) 2
~2
2
(m —-1) o
F — > ~D — Fnl—l,l’lz—l
an/ S_2
(ny —1) 622
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Distribucion F

1,5 F

1.2 i F40,40
0,9 - Fyg 40

06_— 1040
> Fs 4

03 -
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Algunas distribuciones F
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Contraste de igualdad de varianzas

Hozclz 2622
Hl 1012 ¢022
. . )
S1 H, esciertos; =65,
~2
51
Iy = 2*F4n1
51
Stbg €l g2, Fo /2]
SlFog_Fl—oc/bFa/Z-

— Noserechaza H,

= Serechaza H

Analisis de la varia
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Ejemplo: Contraste de igualdad de varianzas

H, 2612 2622
H. - 2 2
1.01 ¢02 I{& RR
0 0.025
A2
§2=154.02 §2=111.7 '5? . !
0248 1.37  4.03
Fo=154'02=1-37 i
1117 s

Tany
"Namgg, .®
"ttsssammmmmmmnnc?

1.37 € [0.248,4.03] — Noserechaza H,
-
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Comparacion de mas de dos
tratamientos

m Se desea comparar el rendimiento de
cuatro semillas A,B,C y D. Un terreno se
divide en 24 parcelas similares y se asigna
al azar cada semilla a 6 parcelas.

A B D
229.1 233.4 2111 270.4
253.7 233.0 223.1 248.6
241.3 219.2 217.5 230.0
254.7 200.0 211.8 250.7
237.2 224.3 207.6 230.0
241.3 202.0 213.7 245.8
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Método: 4 pasos

m Definicion del modelo de distribucion
de probabilidad:

¢ Hipotesis
¢ Parametros

m Estimacion de los parametros
m Diagnosis de las hipotesis
m Aplicacion
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[ R
\ \ \
Y11 Y21 VK1
Y12 Y22 VK2
Yln Y2n YKn
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Modelo: Hipotesis y Parametros

Hipotesis basicas: Parametros
e Normalidad S5
y; O N(W,0%) Lo
® Homocedasticidad
Var [y;] = 02
® Independencia HK
Cov [y, Yl = 0 O :
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Modelo

Vii = M

Ui

u; — N(0,6%)

Las observaciones se descomponen en:

m Parte predecible - ul-

m Parte aleatorla

Analisis de la varianza
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Estimacion medias:Max. Verosimil

nl
Zylj
_Jj=l

Lt ™ Vie=

nZ
ZJ’zj
_Jj=l

Lyt — DVoe =

Ug @ ™ VKe =

Analisis de la varianza
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A B C D
229.1 233.4 211.1 270.4
253.7 233.0 223.1 248.6
241.3 219.2 217.5 230.0
254.7 200.0 211.8 250.7
237.2 224.3 207.6 230.0
241.3 202.0 213.7 245.8
242.9 218.7 2141 245.9
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Estimacion varianza (residuos)

2

Residuos
YT TR e e
B 13.8 | 14.8 3.0 24.5
€ii = Vij T Vie 10.8 14.4 9.0 2.7
1.6 0.6 3.4 15.9
e;: : RESIDUO 11.8 18.7 2.3 4.8
J 5.7 5.7 65 | -15.9
K n 1.6 167 | 0.4 0.1
Z Zeg 0.0 0.0 0.0 0.0
Yy
2 2 i=lj=1
C .o 8p = 2
Rk 2 =142.4
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Comparacion de medias

m La comparacion de tratamientos con
este modelo se reduce a comparar
las medias |4, W, ..., Mg, €N primer
lugar con el contraste:

Hy: py=py=-=lug
H,: Almenosuna es diferente
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Descomposicion de la
variabilidad

— — . — ZZJ’U
yij:“’i+uij:>yij:yio+(yij_yio)' reStandOyoo: 7 ’
yl] _}oo :(yio _yoo)+(yl']' _yio)
elevando al cuadrado y sumando para todo i,j

Kn -~
(donde Z Z(yio _yoo)(yij _yio) :O)

i=1j=1
K n -, Kn _ , Kn o
2200 =) =2 2 (Vi = Vee) + 22V —Vis)
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=I
ZZ(yU Vas)’ —Zn (Vie = Vas)’ +ZZ(yy Vie)
i=1j=1 i=1j=1
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Variabilidades

Variabilidades Grados de libertad

K n B

VT=Y (= Ve) n-1
i=1 j=1
£

VE:Zni(yio_yoo) K-l
=1

K n,.l ., Kno,
VNE:ZZ(J@'—%.) =ZZ€Z-J- n-K

i=1 j=1 i=1 j=1

VT=VE + VNE
n—1=(K-1)+n-K)
= —
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Descomposicion: ejemplo

Voo =230.4

Datos Medias Residuos

229.1 | 233.4 211.1 | 270.4 2429  218.7 2141 | 245.9 138 | 148 | -3.0 | 245
253.7 | 233.0 223.1  248.6 242.9 | 218.7 2141  245.9 10.8 144 9.0 2.7
241.3 | 219.2 | 217.5 | 230.0 | _ | 2429 | 218.7 | 2141 2459 | 1.6 @ 0.6 34 | 159
254.7  200.0 211.8 250.7 2429 218.7 214.1 | 245.9 11.8 | 18.7 2.3 @ 438
237.2 | 224.3  207.6 230.0 242.9 | 218.7 214.1  245.9 57 | 57 6.5 159
241.3  202.0 213.7 245.8 2429 218.7 214.1 | 245.9 1.6  -16.7 -04 -0.1
1.3 | 3.0  -19.3 | 40.0 12.5 @ -11.7 | 16.3 155 13.8 | 148 | -3.0 @245
23.3 26 @ -7.3  18.2 12.5 | -11.7 | 16.3 15.5 10.8 | 144 9.0 2.7
109  -11.2 129 -0.4 _ 12.5 @ -11.7 | 16.3 155 + 1.6 | 0.6 34 159
243  -30.4 -18.6 | 20.3 12.5 | -11.7 | 16.3 @ 15.5 11.8 | 18.7 2.3 @ 438

6.8 6.1 | -22.8 -0.4 12.5 @ 11.7 | 16.3 155 57 | 57 6.5 159
10.9 | -28.4  -16.7 15.4 12.5 | -11.7 | 16.3 @ 15.5 1.6  -16.7 -04 -0.1

yij_yoo Vie T Veo yij_yio
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Variabilidades: ejemplo

Variabilidades Grados de libertad
K n B
VT =3 3 (3 = Veo)” =7645.5 n-1=23
i=1j=1
£ — |2
VE =2 1,(V;e = Ves) =4798.1 K-1=3
=1
i K n :
VNE =) Zel-j =2847.4 n-K =20

i=1j=1

7645.5=4798.1 + 2847.4
23=3 + 20
-
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Interpretacion grafica de la
descomposicion

@ 60 00
i : ylo
yZOQ .—P.. ! _ )
y3. :4 Vie ™V >_J<;i]_yz

<
N
°

........QE. e o6 © .

4|< _
y.. yij_yoo
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Distribucion de VE

2

2 — o
Vi > N(1,07) = yie > N(1y——)
S < I’ll-
S1py =y =+ = Ug que llamaremos p
2
A — ]
« >N, —

G

() () )
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Distribucion de VNE

n
l — 2
2 2 El(y,-j —Vie) (n,—1)s2 :
Vi > N(p;,07) =8 = e T

KL o d o 2 — 2 & — 2
220 =yi)" X = yi) (e e 2k — Vi)

2 i=lj=1 j=1 j=1 j=1
SR ju— ju—
n—K n—K
(=D + (ny =185 +---+ (ng —1D)Sx
n—K
(n—K)@%g _ (m —1)312 +(n2 —1)5*% _|_“__|_(”K —1)§12<
2 c? c? c?

2 2 2 2
= an—l + Xn2—1 toeeet XnK—l = An-K
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Contraste (Analisis de la Varianza)

Ho: Wp=Hy=-=Hg
H,: Almenosuna es diferente

K2
Z ni(yio _yoo)

2
. U Ig)gR—m(%_K e SiHoescierto: =] 5 —>x]2<_1
o o
K 2
an’(yio_yoo)
Fy="=1 5 P Fknk
(K-Ds%

Fo < F, = No serechazaH,,
Fo > F,, = SerechazaH,
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Tabla de Analisis de la Varianza

Suma de Grados de
Fuentes Cuadrados  Libertad Varianzas F

Zni(}io _;..)2

Tratamientos Y;(y,.—y..)”  K-1  Sm(ye—ye) (K -1) >
(K —1)$7

Residual Y3 (3, -»..)° n—K S %3
Total SY (= Ve n-1
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Tabla de Analisis de la Varianza

Sumade Gradosde

Fuentes Cuadrados Libertad Varianzas F

Tratamienos 4798.1 3 15993 11.2
Residual 28474 20 142.4
Total 7645.5 23
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Intervalos de confianza para
las medias

2
9) — o)
yij_)N(Miac ):yio_)N(Miao)

yio_“’i

N (0,1
s NOD
o
yio o ui _)tn_K
‘§R
o
N §R 'ta/z t0(/2
.+
“iey"_toc/zﬁ
I
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Intervalos de confianza

_Semilla__ Media _L.Inferior L.Superior
A 242.9 235.7 250.1
B 218.7 211.4 225.8
C 214.1 206.9 221.3
D 245.9 238.7 253.1
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Intervalos de confianza (95%)

260 ]
o 250f I """" .
= : :
B 240 e -
B 230F .
'g - ]
5 220 T _E
QIO e[ :
2000 -
A B C D
Semilla
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Diferencia de medias: y;, — .

<+ <+
e O e O
A A
M K,
I Y11 \ | Y21
2 2
\ Y12 _ o Y22 _ o
> : & ylo%N(Hla_) b - ( y2o_>N(H2’_)
. nl . I’lz
Yin, | Yan,
2 2
_ _ o o
)’1.—)’2.—)N(M1_M2,n ; )
1 2 (— - _ _
o D _ _ Ve y2o) (ul H2)
(ylo y20) (“l “2) —)N(O,l) e 1 1 _>tn—K
1 1 Spo|—+—
© n1+nz n ny

Analisis de la varianza
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Contraste multiples

Hy: M =W,
Hy: p#p;| <+

)7'. _J7 ‘o a/2
[.. = ! J > tl’l—K L

v 1 1 p o .
Ky R . a/2 a/2
n, n;

to| <t,,» = Noserechaza H

to| > 1, ,» = Serechaza H,
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Diagnosis del modelo

_ ™
Yij = Wi Tu @ o0 o0
|
ij = Vij — M >ey yzj Vie oo e
2 !
u.. —> N(0,c
ij 0, )/ oo 0%
|
: |
Residuos =.=! e o
13,8 14,8 -3,0 24,5
10,8 14,4 9,0 2,7
1,6 0,6 3,4 15,9
11,8 18,7 2,3 4,8
5,7 5,7 -6,5 15,9
1,6 16,7 -0,4 -0,1
0,0 0,0 0,0 0,0
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Comprobacion de la
normalidad

Los residuos deben de tener distribucion normal.

Las observaciones originales también, pero cada
grupo con media diferente, por ello es preciso
estimar el modelo para descontar a cada
observacion su media y obtener valores con la
misma distribucion.

Herramientas de comprobacion:
® Histograma de residuos
e Grafico de probabilidad normal (Q-Q plot)
® Contrastes formales (Kolmogorov-Smirnov)
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Grafico probabilista normal

m Es un grafico X-Y de Pasos:
los residuos frente a
los percentiles de la
distribucion normal.

m Ordenar los residuos
de menor a mayor.
e(l) < 8(2) <...< e(n)

m Laidea basica es que
cuando los residuos
tienen distribucion
normal, los puntos

deben formar Y, =07

. n
aproglmadamente = Representar
una linea recta %

O

Analisis de la varianza 50
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percentiles de la

distribucion normal
i—0.5
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Grafico prob. Normal

(ejemplo)
| Orden Resid. Probab. Percen. Percen.|

i eii  (:0.5/n N(0,1) N(0,0)
1 18,7 | 0,021 2,04 | -24,30 Q-Q plot

2 46,7 | 0063 | -1,53 | -1830

3 -15,9 0,104 -1,26 -15,01 30,0 .
4 459 | 0146 | 1,06 | 1258 | | |
5 438 | 018 | 089 | -10,58 A

6 65 | 0229 074 | -885 20,0 ! 0.

7 -5,7 0,271 -0,61 -7,28 L

8 3,0 0313 | 049 | -583 10,0 ] .’

9 23 | 0354 037 | 446 | 8 ,

10 1,6 03%6 | 026 | 315 |E /

11 1,6 0438 | 0,16 @ -8 |8 .

12 0,4 0479 | 005 & 062 |8 &

13 -0,1 0,521 0,05 0,62 -10,0 0. .

14 0,6 0,563 | 0,16 1,88 $

15 2,7 0,604 | 026 3,15 -20,0 0 |

16 3,4 0,646 | 0,37 a46 | | ‘

17 4,8 0,688 | 0,49 5,83 30,0

18 5,7 0,729 | 061 7,28 !

19 9.0 0771 074 8.65 300 200 -100 00 100 200 300
20 10,8 0,813 0,89 10,58 Residuos ordenados

21 11,8 0,854 1,05 12,58

22 14,4 0,896 1,26 15,01

23 14,8 0,938 1,53 18,30

24 24,5 0979 | 204 24,30
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©
- - T F-F-F—J-F
nru N 1
I S I ) A I B
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N
Mm L|L|#54|T|Ti|i|+
2 o A
— K _ _ _ _ _ _ _ _
"~ .._||_||_.|._.Lfﬂ_||_||_||_f
® | s
H— =4 — 4+ —+ — - — +
O S R
O IR T
ol S N
| _ _ _ _ _ _ _ |
Q oot —p -
O
= 2882888 "3
nnum PepIIqEqoId

20 30

10

-10

-20

-30

Residuos
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Ejemplos
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Comprobacion de la
homocedasticidad

En el proceso de estimacion se ha supuesto que los
distintos tratamientos tienen la misma varianza

Herramientas

m Graficos de residuos:
® Frente a valores previstos
e Frente a tratamientos (o factor,etc.)

m Contrastes formales:
e Bartlett, Cochran, Hartley, Levene
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Residuos - Valores previstos

Ve S S e ] En este modelo los valores
. . previstos corresponden a
EI ‘ . B la media del tratamiento
: T S m Los puntos deben
. aparecer dispuestos
0 ”V(’alore;;evistj:(’ 20 al azar en una banda
PO S B horizontal alrededor
oo S e del eje horizontal.
é o ‘1 . s Heterocedasticidad:
g0 S a veces la dispersion
N aumenta conforme la

0 5 10 15 media crece.

Valores previstos
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Residuos por tratamientos

25 F : : : » A
15 . . | :
3 b | . y
= S0 : : ¥ - -
2 : ' e - —
7 B ° : ‘*
v OF o ; o -
a2 X : :
15 F @ Z Z ]
3 B D
250 | | | | .
A B C D
Semilla

En cada grupo los residuos aparecen esparcidos
con dispersion similar y media cero.
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Residuos por tratamientos

2S¢ | | X S

150 . 0 | IR
72 . . : b = ]
o [ ' ' ¥ |

5+ ' ® T . : /4

s e p R max
z st e vy il ==
o : E b | min

P f f f f E

A B C D
Semilla

En cada grupo los residuos aparecen esparcidos
con dispersion similar y media cero.
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Contrastes formales

P P P
X 3 A
My Mo Mg

H, 1612 =c722 =---:c712<

H, : Alguna es distinta
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Contraste de Bartlett

n1=n2=' - =nK=m
P
Y
Mk
S(Vk—V )
» 20107 | S0 a)’ >§2: Kj~7Ke
&@ . 8= . [PK
m—1 : m—] °*°*° : m—1
V1m ) Y2n | YKm)

§2 _Sl +S§+ +SK " — K §2 K—|—1
K K ., SiHo log Sz, le=
") cierto | 1+¢ G 3(n—K)
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Contraste de Bartlett (general)

Az__(jq-—1)§f—+(n2-—1)§§-+-~—k(nK5—1)§i5
SR—
n—K

A2
Si Ho ﬂlo SR | _y .2
cierto 1+ ¢ : §é LK1
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Contraste de Bartlett: ejemplo

Datos T P~ valor =0.177

2291 | 233,4 2111 2704
2537 | 2330 2231 2486
2413 | 219.2  217,5 | 230,0
254,7 | 200,0 211,8 | 250,7 Y 2
2372 | 2243  207,6 @ 230,0 3
241,3 | 202,0 2137 2458
Medias| 2429 | 218.7 | 2141 | 2459

Varianzas 96,8 216,2 29,9 227,2 )L

0
2
2 96.8+216.2+29.9+227.2 »_n=K, Sk
§% = y =1424 | o=t
2 4 B __ 20 | 1424 o
§& =4/96.8x216.2x29.9x227.2 =109.1 560 o
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residuos

probabilidad

Diagnosis: Tres graficos basicos

0:57?”””'7 """" o o o 0,57j ”””” oo o o ]
g ‘ ‘ . ] . | o | ]
0.37 - 0,37 e o .
- @ . : | | &
0,171 S 017 o s S -
3 S 3 : | g ;
0,03 | D003 e g v .
i — o | ‘ | .
-0,23 |- 0231 SEREEEEEEEEREES SRR .
g . : ¢ : :
-0,43 b 0435 SRRRUSES SRR IRRSTRE .

1 2 3

\ Tratamientos
99,9 F ‘ /
99 ‘ _
Homocedasticidad

<

Normalidad

residuos



Grafico probabilista normal

99,9 |-

probabilidad

0,1 1 . . . I . . . I . . . 1 . . . 1
-0,33 -0,13 0,07 0,27 0,47

residuos
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Transformaciones para
estabilizar la varianza z = /(y)

Desarrollode Taylor para z = A(y) en u = E[y]

1

z~ h<u>+h'<u><y—u>+5h"<u><y—u)z

La media y varianzas de z son aprox.

Elz] = h(l)+ lh”ﬂ )YVar(y)

2
Var[z] = [h'( u)]2 Var| y |
-
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Ejemplo z=a+by

La media y varianzas de z son
E[z] = a+bu

Var[z] = bZVar[ V]

La Var[z]depende de b

Observacion: Esta transformacion no altera
las caracteristicas de y: si y no tiene varianza
constante, z tampoco.
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Ejemplo  z=log(y)

La media y varianzas de z son aprox.

1
E[z] =~ log(i)~ —5 Var(y)
2p
Var[z] = %Var[ V]
ol

SiVar[y]~ Kk * = Var[z] ~ k
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Z; homocedasticas

________________________________________________________________________________________________

—»

y; heterocedasticas



Transformaciones Box-Cox
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Busqueda de la
transformacion adecuada

0,57 F

m La dispersion
aumenta al aumentar
la media

0,37 F

017

residuos

-0,03 |-

03k

p<T

0,43 1

m La dispersion
disminuye al
aumentar la media

residuos

p>1

valores previstos
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Eleccion de la
. s JA R yp
transformacion I I

m Empezar con p=1 (datos sin
transformar) y decidir a partir de los
graficos si p>1 o p<1.

p=l2 = z=[y

1
p=-1/2 = Z.: =
p<l — < Y /yij
1
ij

m Parar cuando los graficos estéen ok
.-
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Independencia

m Es la hipotesis fundamental y con diferencia
la mas importante de las tres, ademas es la
mas dificil de comprobar.

m La falta de independencia suele ir ligada a
factores no controlados por el
experimentador y que influyen en los
resultados introduciendo errores
sistematicos.

m La forma mas recomendable de evitar

errores sistematicos consiste en aleatorizar.
s
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Aleatorizacion

m La aleatorizacion evita que se
produzcan errores que
sistematicamente aumenten o
disminuyan un conjunto de medidas por
causas no reconocibles: al aleatorizar
se reparten estos errores por igual
entre los diferentes tratamientos y se
convierten en errores aleatorios,
previstos en el modelo.
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., Como aleatorizar?

m Asignar las unidades experimentales al
azar a los distintos tratamientos.

m Aleatorizar el orden de ejecucion de los
experimentos.

m Aleatorizar respecto a cualquier otra
variable que implique diferenciar a los
tratamientos.

“La aleatorizacion es una precaucion contra
distorsiones que pueden ocurrir o no ocurrir, y que
puedieran ser serias o no si llegaran a ocurrir”
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Tabla F

E

= P(Ezl,vz ZEll,vz,oc):OL

V.V, 0
a=0.05 Grados de libertad del numerador: v,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 100 120 Inf.

1 161,4 | 199,5 215,7 | 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 | 240,5 | 241,9 | 243,9 | 245,9 248,0 249,1 250,1  251,1  252,2 253,0 | 253,3 | 254,3 1

2 18,51 | 19,00 19,16 | 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 | 19,38 | 19,40 | 19,41 | 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 | 19,49 | 19,50 2

3 10,13 | 965 9,28 912 9,01 894 889 885 | 881 879 874 870 866 864 862 859 | 857 | 855 855 853 3

4 7,71 6,94 659 639 | 626 | 616 | 609 6,04 6,00 59 @ 591 586 580 | 577 | 575 572 569 566 566 563 4

5 6,61 579 541 519 | 505 | 495 | 488 482 4,77 474 468 462 45 | 453 | 450 4,46 443 441 440 4,37 5

6 599 514 476 453 | 439 | 428 | 421 415 410 4,06 4,00 394 387 | 384 | 381 3,77 374 371 370 3,67 6

>N 7 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 387 3,79 3,73 368 364 357 351 344 341 338 334 330 | 327 | 3,27 | 3,23 7
8 532 446 | 407 384 369 358 350 344 339 335 328 | 322 3,15 3,12 | 3,08 3,04 301 297 297 | 2,93 8

— 9 512 4,26 | 386 363 348 | 337 | 329 323 3,18 3,14 | 3,07 3,01 294 290 | 286 2,83 279 276 | 2,75 2,71 9
Q 10 49 | 410 3,71 348 333 322 314 3,07 | 3,02 298 291 285 2,77 274 2,70 | 266 | 2,62 | 259 258 254 10
g 1 4,84 | 398 359 336 320 309 301 29 | 290 28 279 272 265 261 257 | 253 | 249 | 246 245 240 11
(el 12 4,75 | 389 349 326 311 300 291 285 | 280 275 269 262 25 251 247 | 243 | 238 | 235 234 230 12
= 13 4,67 | 381 341 318 3,03 292 283 277 | 271 | 267 260 253 246 242 238 234 | 230 | 226 | 225 221 13
E 14 460 | 3,74 334 311 29 28 276 270 | 265 260 253 246 239 235 231 | 227 | 222 | 219 218 213 14
8 15 454 | 368 329 306 29 @ 279 271 264 | 259 254 248 240 233 229 225 | 220 | 216 | 2,12 211 2,07 15
O 16 4,49 | 363 324 301 285 274 266 25 | 254 249 242 235 228 224 219 215 | 211 | 2,07 | 2,06 2,01 16
o 17 4,45 3,59 | 3,20 | 2,96 2,81 2,70 @ 2,61 2,55 249 | 245 238 2,31 223 219 | 215 210 @206 2,02 | 2,01 1,96 17
T) 18 4,41 3,65 3,16 | 293 2,77 266 258 | 251 2,46 @ 2,41 2,34 227 219 | 215 2,11 2,06 202 1,98 | 1,97 1,92 18
o 19 438 | 362 3,13 290 2,74 263 254 248 | 242 238 231 223 216 211 2,07 | 203 | 1,98 | 1,94 193 1,88 19
o) 20 435 | 349 3,10 287 271 260 251 245 | 239 235 228 220 212 208 204 199 | 1,95 | 1,91 1,90 | 1,84 20
ﬁ 21 4,32 | 347 307 284 268 257 249 242 | 237 232 225 218 210 205 201 19 | 192 188 | 1,87 1,81 21
— 22 430 | 3,44 305 282 266 25 @ 246 240 | 234 230 223 215 207 203 198 | 194 | 189 | 1,85 184 1,78 22
B 23 4,28 | 342 303 280 264 253 244 237 | 232 227 220 213 205 201 19 @19 1,86 | 1,82 1,81 1,76 23
M 24 426 | 340 3,01 278 262 251 242 236 | 23 225 218 211 203 198 194 | 18 | 1,84 | 1,80 1,79 1,73 24
) 25 424 | 339 299 276 260 249 240 234 | 228 224 216 209 201 19 | 192 187 | 1,82 1,78 | 1,77 1,71 25
o 26 4,23 337 | 298 | 2,74 259 247 239 232 227 222 215 207 | 19 19 19 185 180 176 1,75 1,69 26
wn 27 4,21 3,35 296 | 2,73 2,57 246 237 | 2,31 225 220 | 213 | 206 197 193 188 184 1,79 1,74 1,73 | 1,67 27
Q 28 4,20 | 3,34 29 271 25 245 236 229 | 224 219 212 204 19 191 187 | 182 | 1,77 | 1,73 1,71 @ 1,65 28
—g 29 4,18 | 3,33 293 270 255 243 235 228 | 222 218 210 203 194 19 @ 185 1,81 1,75 | 1,71 1,70 | 1,64 29
= 30 4,17 | 3,32 2,92 269 253 242 233 227 | 221 216 209 2,01 193 | 1,89 | 1,84 1,79 1,74 170 1,68 1,62 30
(D 40 4,08 | 323 284 261 245 234 225 218 | 212 | 2,08 200 192 184 1,79 1,74 169 | 164 159 | 1,68 1,51 40
50 403 | 3,18 279 25 @240 229 220 213 | 2,07 203 19 187 1,78 174 169 | 163 | 1,68 | 152 151 144 50

60 4,00 | 3,15 2,76 253 237 225 217 210 | 204 199 192 184 175 170 165 159 | 1,63 | 1,48 147 1,39 60

70 398 313 2,74 250 | 235 | 223 | 214 207 202 197 189 181 1,72 | 167 | 1,62 157 150 145 1,44 1,35 70

80 3,96 3,11 2,72 2,49 | 233 2,21 213 2,06 200 | 19 18 1,79 170 | 1,656 160 154 148 | 143 1,4 1,32 80

90 3,95 3,10 | 2,71 247 | 2,32 220 2,11 204 199 | 1,94 18 1,78 169 | 1,64 159 153 146 1,41 1,39 1,30 90
100 | 3,94 3,09 270 246 231 | 219 210 | 203 197 193 185 1,77 168 163 157 | 1,62 1,45 139 138 1,28 100
120 | 3,92 3,07 268 245 229 | 218 209 | 202 19 191 18 175 166 161 155 | 1,60 143 | 137 135 125 | 120
Inf 3,84 300 260 237 | 221 | 210 | 2,01 194 | 1,88 | 183 175 167 157 152 146 | 139 | 1,32 | 1,24 1,22 1,00 Inf

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 100 120 Inf.

Ejemplo: P(F;g2>3.50)=0.05




Tabla F

E

= P(Ezl,vz ZEll,vz,oc):OL

V.V, 0
a=0.025 Grados de libertad del numerador: v,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 100 120 Inf.

1 647,8 799,5 864,2  899,6 921,8 937,1 948,2 956,6 963,3 968,6 976,7 | 984,9 993,1 997,3 1001,4 1005,6 1009,8 1013,2 1014,0 1018,3 1

2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 | 39,39 39,40 39,41 | 39,43 39,45 39,46 | 39,46 39,47 39,48 39,49 39,49 39,50 2

3 17,44 16,04 15,44 1510 14,88 14,73 14,62 | 14,54 14,47 14,42 | 14,34 14,25 14,17 | 14,12 14,08 14,04 | 13,99 13,96 13,95 13,90 3

4 12,22 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 8,98 8,90 8,84 8,75 8,66 8,56 8,51 8,46 8,41 8,36 8,32 8,31 8,26 4

5 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68 6,62 6,52 6,43 6,33 6,28 6,23 6,18 6,12 6,08 6,07 6,02 5

~ 6 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52 5,46 5,37 5,27 517 5,12 5,07 5,01 4,96 4,92 4,90 4,85 6
> 7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76 4,67 4,57 4,47 4,41 4,36 4,31 4,25 4,21 4,20 4,14 7
. 8 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,30 4,20 4,10 4,00 3,95 3,89 3,84 3,78 3,74 3,73 3,67 8
— 9 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03 3,96 3,87 3,77 3,67 3,61 3,56 3,51 3,45 3,40 3,39 3,33 9
.-8 10 6,94 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78 3,72 3,62 3,52 3,42 3,37 3,31 3,26 3,20 3,15 3,14 3,08 10
< 11 6,72 5,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59 3,53 3,43 3,33 3,23 3,17 3,12 3,06 3,00 2,96 2,94 2,88 11
. S 12 6,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 3,37 3,28 3,18 3,07 3,02 2,96 2,91 2,85 2,80 2,79 2,72 12
E 13 6,41 4,97 4,35 4,00 3,77 3,60 3,48 3,39 3,31 3,25 3,15 3,05 2,95 2,89 2,84 2,78 2,72 2,67 2,66 2,60 13
o 14 6,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29 3,21 3,15 3,05 2,95 2,84 2,79 2,73 2,67 2,61 2,56 2,55 2,49 14
Q 15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 3,06 2,96 2,86 2,76 2,70 2,64 2,59 2,52 2,47 2,46 2,40 15
Q 16 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12 3,05 2,99 2,89 2,79 2,68 2,63 2,57 2,51 2,45 2,40 2,38 2,32 16
E 17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 2,92 2,82 2,72 2,62 2,56 2,50 2,44 2,38 2,33 2,32 2,25 17
(D) 18 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01 2,93 2,87 2,77 2,67 2,56 2,50 2,44 2,38 2,32 2,27 2,26 2,19 18
o 19 5,92 4,51 3,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82 2,72 2,62 2,51 2,45 2,39 2,33 2,27 2,22 2,20 2,13 19
"U 20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 2,77 2,68 2,57 2,46 2,41 2,35 2,29 2,22 2,17 2,16 2,09 20
ﬁ 21 5,83 4,42 3,82 3,48 3,25 3,09 2,97 2,87 2,80 2,73 2,64 2,53 2,42 2,37 2,31 2,25 2,18 2,13 2,11 2,04 21
Ej 22 579 4,38 3,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84 2,76 2,70 2,60 2,50 2,39 2,33 2,27 2,21 2,14 2,09 2,08 2,00 22
‘D 23 575 4,35 3,75 3,41 3,18 3,02 2,90 2,81 2,73 2,67 2,57 2,47 2,36 2,30 2,24 2,18 2,11 2,06 2,04 1,97 23
: 24 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78 2,70 2,64 2,54 2,44 2,33 2,27 2,21 2,15 2,08 2,02 2,01 1,94 24
O 25 5,69 4,29 3,69 3,35 3,13 2,97 2,85 2,75 2,68 2,61 2,51 2,41 2,30 2,24 2,18 2,12 2,05 2,00 1,98 1,91 25
o 26 5,66 4,27 3,67 3,33 3,10 2,94 2,82 2,73 2,65 2,59 2,49 2,39 2,28 2,22 2,16 2,09 2,03 1,97 1,95 1,88 26
5] 27 5,63 4,24 3,65 3,31 3,08 2,92 2,80 2,71 2,63 2,57 2,47 2,36 2,25 2,19 2,13 2,07 2,00 1,94 1,93 1,85 27
,_8 28 5,61 4,22 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69 2,61 2,55 2,45 2,34 2,23 2,17 2,11 2,05 1,98 1,92 1,91 1,83 28
foe] 29 5,59 4,20 3,61 3,27 3,04 2,88 2,76 2,67 2,59 2,53 2,43 2,32 2,21 2,15 2,09 2,03 1,96 1,90 1,89 1,81 29
= 30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51 2,41 2,31 2,20 2,14 2,07 2,01 1,94 1,88 1,87 1,79 30
(D 40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45 2,39 2,29 2,18 2,07 2,01 1,94 1,88 1,80 1,74 1,72 1,64 40
50 5,34 3,97 3,39 3,05 2,83 2,67 2,55 2,46 2,38 2,32 2,22 2,1 1,99 1,93 1,87 1,80 1,72 1,66 1,64 1,55 50

60 5,29 3,93 3,34 3,01 2,79 2,63 2,51 2,41 2,33 2,27 2,17 2,06 1,94 1,88 1,82 1,74 1,67 1,60 1,58 1,48 60

70 5,25 3,89 3,31 2,97 2,75 2,59 2,47 2,38 2,30 2,24 2,14 2,03 1,91 1,85 1,78 1,71 1,63 1,56 1,54 1,44 70

80 5,22 3,86 3,28 2,95 2,73 2,57 2,45 2,35 2,28 2,21 2,11 2,00 1,88 1,82 1,75 1,68 1,60 1,53 1,51 1,40 80

90 5,20 3,84 3,26 2,93 2,71 2,55 2,43 2,34 2,26 2,19 2,09 1,98 1,86 1,80 1,73 1,66 1,58 1,50 1,48 1,37 90
100 5,18 3,83 3,25 2,92 2,70 2,54 2,42 2,32 2,24 2,18 2,08 1,97 1,85 1,78 1,71 1,64 1,56 1,48 1,46 1,35 100
120 515 3,80 3,23 2,89 2,67 2,52 2,39 2,30 2,22 2,16 2,05 1,94 1,82 1,76 1,69 1,61 1,53 1,45 1,43 1,31 120

Inf 5,02 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,29 2,19 2,11 2,05 1,94 1,83 1,71 1,64 1,57 1,48 1,39 1,30 1,27 1,00 Inf

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 100 120 Inf.

Ejemplo: P(F;g2>4.53)=0.025




Tabla

E

= P(Ezl,vz ZEll,vz,oc):OL

F V..V,
a=0.01 Grados de libertad del numerador: v,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 100 120 Inf.
1 4052,2 4999,3| 5403,5 5624,3 5764,0 5859,0 5928,3 5981,0 6022,4 6055,9|6106,7 6157,0 6208,7 6234,3 6260,4 6286,4 6313,0 6333,9 6339,5|6365,6 1
2 98,50 99,00 99,16 | 99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,36 99,38 A 99,39 99,40 99,42 99,43 99,45 | 99,46 99,47 99,48 99,48 99,49 99,49 99,50 2
3 34,12 30,82 29,46 28,71 | 28,24 | 27,91 | 27,67 27,49 27,34 27,23 27,05 26,87 26,69 | 26,60 26,50 26,41 26,32 26,24 26,22 26,13 3
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,552 15,21 14,98 | 14,80 | 14,66 14,55 14,37 14,20 14,02 13,93 13,84 | 13,75 | 13,65 | 13,58 13,56 13,46 4
5 16,26 | 13,27 12,06 A 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 | 10,16 | 10,05 9,89 | 9,72 9,656 947 9,38 929 920 913 | 9,11 | 9,02 5
6 13,75 10,92 9,78 915 875 847 826 810 798 787 7,72 75 740 731 723 714 7,06 | 6,99 | 6,97 | 6,88 6
>N 7 12,25 955 845 7,85 746 7,19 699 684 6,72 662 647 631 6,196 6,07 599 591 582 575 | 574 | 565 7
8 11,26 865 759 | 701 663 637 6,18 6,03 | 591 581 567 552 536 528 520 512 | 503 49 @495 4,86 8
— 9 10,56 8,02 6,99 | 642 6,06 580 561 547 535 526 511 49 | 481 473 4,65 | 457 448 4,41 4,40 | 4,31 9
Q 10 10,04 | 7,56 6,55 599 564 539 520 506 | 494 | 485 471 456 441 433 425 4,17 | 408 | 4,01 | 400 3,91 10
g 1 9,656 721 6,22 567 | 532 | 507 | 489 474 463 454 440 425 410 | 402 | 394 38 3,78 3,71 3,69 3,60 11
(el 12 933 6,93 59 541 | 506 | 482 | 464 450 439 430 416 401 38 | 3,78 | 3,70 3,62 354 347 3,45 3,36 12
= 13 9,07 6,70 574 521 | 486 | 462 | 444 430 419 410 39 @ 382 366 | 359 | 3561 343 334 327 325 317 13
E 14 8,86 6,51 556 504 | 469 | 446 | 428 4,14 403 394 380 366 351 | 343 | 335 327 318 311 3,09 3,00 14
8 15 8,68 | 6,36 | 542 | 489 | 456 | 432 4,14 4,00 389 380 367 352 337 329 321 313 3,05 | 298 | 29 | 287 15
O 16 8,53 | 6,23 | 529 | 477 | 444 | 420 4,03 389 378 369 355 341 326 318 3,10 3,02 293 | 2,86 | 2,84 | 2,75 16
o 17 840 6,11 | 519 467 434 410 393 379 368 359 | 346 | 331 3,16 3,08 | 3,00 292 283 276 275 | 2,65 17
T) 18 829 6,01 | 509 458 425 401 384 371 360 351 | 337 | 323 308 300 | 292 284 275 268 266 | 257 18
o 19 8,18 = 593 5,01 450 | 417 | 394 | 3,77 363 352 343 330 315 300 | 292 | 2,84 276 267 260 258 249 19
o) 20 8,10 585 494 443 | 410 | 3,87 | 3,70 3,56 3,46 3,37 323 3,09 294 | 28 | 2,78 269 261 254 252 242 20
ﬁ 21 8,02 578 487 437 | 404 | 381 | 364 351 340 331 317 3,03 288 | 2,80 | 2,72 264 255 248 246 2,36 21
— 22 7,95 572 482 431 | 399 | 376 | 359 | 345 335 326 312 298 283 275 | 267 258 250 242 240 2,31 22
B 23 7,88 566 4,76 426 | 394 | 3,71 | 3,564 341 330 321 307 293 278 | 270 | 2,62 254 245 237 235 226 23
= 24 782 | 561 | 472 | 422 | 390 | 367 350 336 326 3,17 3,03 289 274 266 258 249 240 233 231 221 24
) 25 7,77 557 468 418 | 3,85 | 363 | 346 3,32 322 313 299 285 270 | 262 | 254 245 236 229 227 217 25
ho] 26 7,72 553 | 464 414 382 359 | 342 329 3,18 3,09 | 296 | 2,81 266 258 | 250 242 233 225 223 | 213 26
wn 27 768 549 | 460 411 3,78 356 | 339 326 3,15 3,06 | 293 | 2,78 @263 @ 255 | 247 238 229 222 220 | 210 27
Q 28 7,64 545 457 407 | 3,75 | 363 | 3,36 3,23 3,12 3,03 29 2,75 260 | 262 | 244 235 226 219 217 @ 2,06 28
—g 29 7,60 542 454 404 | 373 | 3,60 | 3,33 3,20 3,09 3,00 287 2,73 257 | 249 | 241 233 223 216 214 2,03 29
= 30 7,56 @ 539 451 402 | 370 | 347 | 330 | 3,17 3,07 298 284 2,70 255 247 | 239 230 221 213 211 2,01 30
(D 40 7,31 518 431 383 | 351 | 329 | 312 299 289 280 266 252 237 | 229 | 220 211 202 19 192 1,80 40
50 7,17 = 506 420 3,72 | 341 | 319 | 3,02 289 278 270 25 242 227 218 | 2,10 2,01 1,91 1,82 | 1,80 | 1,68 50
60 7,08 498 413 365 | 3,34 | 3,12 | 295 282 272 263 250 235 220 | 212 | 203 194 184 1,75 173 1,60 60
70 7,01 492 407 360 | 329 | 307 | 291 278 267 259 245 231 215 | 207 | 1,98 189 1,78 1,70 1,67 154 70
80 6,96 4,88 | 404 35 @ 326 304 287 274 264 255 | 242 | 227 212 203 | 1,94 185 175 165 1,63 | 1,49 80
90 6,93 4,85 | 4,01 3,63 | 3,23 | 3,01 2,84 2,72 2,61 252 239 224 | 209 200 192 182 172 162 160 1,46 90
100 | 6,90 4,82 3,98 351 321 | 299 282 | 269 259 250 237 222 20 19 189 | 1,80 § 169 | 160 157 143 100
120 | 6,85 4,79 3,95 | 348 317 | 296 2,79 | 2,66 256 247 234 219 203 19 18 | 1,76 1,66 | 1,56 1,53 1,38 120
Inf 6,63 461 378 332 | 302 | 280 | 264 251 241 232 218 204 188 | 1,79 | 1,70 159 147 1,36 1,32 @ 1,00 Inf
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 100 120 Inf.

Ejemplo: P(F;g26.18)=0.01
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