Apuntes de Algebra

Espacio vectorial

CONCEPTOS BASICOS

SeanV un conjunto no vacio de vectoref$n un cuerpo de escalares dotitieepresenta la dimension del espacio.
Seanu = (W, W, W),V = (1, V2, V3) yw = (W1, W2, W3) vectores perteneciented/a Sean tambiéa, by c
escalares pertenecientel4n. Un espacio vectorial es una terna formada por un conjunto de vectores que esta
establecido mediante una ley interna (suma de vectores) y una ley externa (producto de un escalar por un vector):

12Ley interna: o suma, a cada péX, Y) que pertenece X V se le asocia su suat Y (que pertenece ¥), de
tal forma que el pafV, +) sea un grupo conmutativo:

a) Interna: (ui, w2, w) + (v1, V2, v3) = (W + V1, W2 + V2, B + V3) que pertenece a VvV

b) Conmutativa: (u1, w, us) + (v1, v2, v3) = (v1, V2, v3) + (U1, W2, )

¢) Asociativa: [(u1, w2, ug) + (v1, v2, v3)] + (w1, w2, wa) = (u1, w2, ) + [(v1, v2, v3) + (Wi, W2, Wa)]
d) Elemento neutra (u, w, w) + (0, 0, 0) = (u, w2, W)

e) Elemento simétrica (ui, w, w) + (-ut, -2, -w) = (0, 0, 0)

22 ey externa o producto, a cada pé&, X)que pertenecel X V se le asocia su produdo- X(que pertenece a
V), de tal forma que verifique:

a) Asociativa escalaresa - [b - (u, w2, B)] =(a - b) - (w, w, W)

b) Distributiva escalares (a+b) - (w, w2, B) =a - (a, w2, W) + b - (u, w, w)

c) Distributiva vectores: a - [(u, w, ) + (vi, V2, v3)] =a - (1, w2, B) + a - (1, V2, W3)
d) Elemento unidad 1 - (u, w, w) = (U, W, W)

Comprobacion de un espacio vectorial

SeaV ={(a, b)ldonde (a,b)+(c,d)=(a-c,b+d)yk- (a, b) %@ b). Comprobar que V es un espacio
vectorial.

e Conmutativa:
(a,b) + (c,d)=(ac, b+ d)
(c,d) +(a, b)=(ca,d+b)
* Asociativa:
[(@ b)+ (c,d)] + (e, f)=(ac,b+d) + (e, f)=(ace, b +d +f)
(@ b)+[(c,d)+ (e, f]=(,b)+(ce,d+f)=(ace,b+d+f)
* Elemento neutro:
(a,b) +(el,e2)=(ael,b+e2)=(a, b)
ael=a || b+e2=b || el=1 || e2=0
» Elemento simétrico:
(@, b)+(a’,b)=(aa’, b+ b)=(1,0)
aa’'=1 || b+b =0 || a=1/a || b=-b
» Asociativa escalares:
k-(-(@b)=k-@"\I-b)=(@MNk, k-1-b)y=@" -k, k-1-b)
k-D)-(@by=@%-Lk-1-b)
» Distributiva escalares:
k+h-(@b=@+L,k+)-b)=@%+I,k-b+1-b)
k-(@b)+l-(ab)=(@"k k-b)+@"\,1-b)=@%-aM,k-b+I-b)y=(@%+I,k-b+1-b)

+ Distributiva vectores:
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k- [(a b)+(c,d)] =k - (ac, b +d) = [(ac)*k, k - (b +d)] = (@k - ¢k, k- b+k - d) k - (a, b) +k - (c, d) = (a"k, k
b) + (c"k, k - d) = @k - ¢k, k - b + Kk - d)

 Elemento unidad:
1-(@a,b)=@"1,1-b)=(a,b)

Subespacio vectorial

Dado un subconjuntB de un espacio vectori®l sobre el cuerpK, se dice qu& es un subespacio vectorial \de
si con las mismas leyes definidas\énS tiene estructura de espacio vectorial sdbréa condicion necesaria y
suficiente para qu® sea subespacio vectorial es que se verifique:

« Paratod, Y que pertenecen$ la sumax + ytambien pertenecea
+ Paratod@deK, paratod deS, el productaa . X + b - yertenece &.

Comprobacion de un subespacio vectorial
SeaS = {(X, 2X, z)}donde se cumple que:

X, 2x,2)+ (X', 2X,2) =[x+ X, 2 - (x+ X)), z+ z'] pertenece a S
k-(x,2x,2)=(k-x,2-k-X, k- z)pertenece a S

COMBINACION LINEAL

Unafamilia de vectores es un subconjunto de vectores de un subespacio vectorial:

F ={(u1, uz, us), (v1, vz, v3) , (w1, w2, ws) }

Si un vector puede expresarse en funcién de dicha familia, secitantenacion lineat
(X1, X2, x3) =a - (a, w, 1) +b - (\d, v2, v3) + C - (W, W2, W3)

Si una combinacion lineal da lugar al vector nulo, entonces se dice qusig®nma linealmente independiente
(0,0,0)=a W w, w)+b- (1, v, w)+c- (W, w2, Ww3)

Se llamavariedad lineal al conjunto de todos los vectores resultantes de la combinacion lineal. Si dicha variedad
genera el subespacio vectorial, entonces esstema generadar

L(F)=S

Comprobacion de un sistema libre

Comprobar si es libre o ligado el sistema de vectores F ={ (1, -1, 3), (0, -1, 2) }
« a-(1,-1,3)+b-(0,-1,2)=(0,0,0)

e a=0 || -a-b=0 || 3a+2b=0 || a=b=0
» Elsistema es libre

Base de un espacio vectorial
Unabasees un sistema libre de generadores:

B ={ (X1, X2, X3), (Y1, Y2, ¥3) , (21, 22, z3) }
Un vector tiene deoordenadascon respecto a la base:
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u=-a-x+ae-N+a8-2
w=a-x+e -R+a8-2
u=a-xa3+xe-B+8: B
Se llamadimensiéndel espacio vectorial al nUmero de vectores de la base:
dim(V)
Se llamarango de un sistema a la dimensién del subespacio vectorial generado por dicho sistema:
rg(F)

Cambio de base de un vector
Hallar las coordenadas del vectel(3, 5, 2)respecto de la badd’ = {b, c, d}, sienddb(1, 1, 0)c(0, O, 1)y
d(1, o, 3)

e 3-a-xt+a-yt+txld-za-a-l+a-0+a-l-a+a
e S5-a-xw+ae-pw+a-z=-a-l+a-0+a3-0=a

e 2-a-xwt+tax-B+tad-B=-a-0+a-l+a-3=-a+3a
Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante:

aa=5 || a=-2 || a=8
a'(5, 8, -2)
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Matrices

CONCEPTOS BASICOS
Se llama matriz a una forma reticular compuesta de fifhs/(columnasif), donde cada elemento lleva asociado un
doble indice, el primerd € 1, 2, ..., Mpara indicar la fila y el sequndp= 1, 2, ..., Mpara indicar la columna.

El orden de una matrizr{ X ) expresa las filas y columnas que componen la matriz. Se design®\esmo como
un conjunto de sus elemen(@):

| a1 a2 .. an |
| @1 &2 ... an |
| .. ]
| @1 an2 ... an |
TIPOS DE MATRICES

Las matrices se clasifican segin la disposicion de sus elementos. Pueden ser:

Rectangular
Es aquella que el nimero de filas es distinto al nimero de columnddy).

| a a a |
| a a a |

Cuadrada
Es aquella que tiene el mismo numero de filas que de columhasry.

| a a a |
| a a a |
| a a a |

Fila
Es aquella que contiene solamente una filx ().

| a a a |

Columna
Es aquella que contiene solamente una colummx ().

Lo Q®

Triangular superior
Es aquella que tiene todos los elementos por debajo de la diagonal principal igual & ¢gers® & = 0).
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(@ N e}
(@ NN
L oD

Triangular inferior
Es aquella que tiene todos los elementos por encima de la diagonal principal igual € ¢erg® &g = 0).

Qv O
v OO

SUR eV

Opuesta
Es aquella que tiene todos los elementos cambiados de signo con respecto a la matrigiprigiaa) (

Lo D

L O D

SR eV

Transpuesta (A™)
Es aquella que resulta de cambiar las filas por las coluranas &i).

| a1 a1 a1 |
| a2z a2 a2 |
| as a3 as |

Nula
Es aquella que tiene todos sus elementos igual aic¢ro£> g = 0).

oNoNe)
oNoNe)
oNoNe)

Diagonal
Es aquella que tiene todos sus elementos igual a cero excepto en la diagonal prihgipat¥ & = 0).

| a 0 0|
| 0O b 0|
| 0 0 c |
Escalar
Es una matriz diagonal con los elementos de la diagonal principal igulgs > @ =0 || i=] => ip=

K).
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| kK O 0|

| 0 k O |

| 0 0 k|
Unidad
Es una matriz escalar con los elementos de la diagonal principal tygiefts) => @ =0 || i=)] => ip=
1.

| 1 0 0|

| 0 1 0|

| 0 0 1|
Simétrica
Es una matriz transpuesta excepto en los elementos de la diagonal pridtipa> @ =g || i=] => @&
= X).

| X a a1 |

| a2 x a2 |

| as as x |

Antisimétrica o hemisimétrica
Es una matriz simétrica con los elementos simétricos opuestos y con los elementos de la diagonal principal igual a
cero{#j => a=-a || i=] => a=0.

| O -a -1 |
| -a2 O -a |
| -as -a@s 0 |

Comprobar el tipo de una matriz
Dada la matriz siguiente, averiguar de qué tipo se trata:

| 0 1 2]
|-1 0 6 |
| 2 -6 0|

La matriz es antisimétrica

OPERACIONES CON MATRICES

Suma de matrices

La suma de dos matrices es otra matriz que resulta de sumar los elementos que correspondan a la mismafilay a la
misma columna. Ambas matrices deben de ser del mismo orden:

A+B=C => (mxn)+(mxn)
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Cij = aj + hij

Producto de una matriz por un escalar

El producto de una matriz por un escalar es otra matriz que resulta de multiplicar el escalar por cada uno de los
elementos de la matriz:

A-k=A
aj’ = aijj - k

Producto de matrices

El producto de dos matrices es otra matriz que tiene de orden el nimero de filas de la primera por el nimero de
columnas de la segunda, por lo que no es conmutativo. La condicidn para hacer el producto de matrices es que el
numero de columnas de la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda. Es decir:

AxB=C => (mxn)-(nxp)

cij = Sumatorio de k (1 ... n) e a ki

Multiplicar dos matrices

Dadas las siguientes matrices, hallar el produéte B

| 2 3 -2 | | 2 3 -1 |
A=|-1 0 -3 | B=| 4 2 1|
| 4 5 2| | 5 -2 4|

| 2 --2+3:4+-2-5 2.-3+3:2+-2.--2 2--1+3:-1+-2-4 |
A-B=|-1-2+0-4+-3-5 -1-3+0-2+-3:--2 -1--1+0--1+-3-4 |
| 4 --2+5-4+2-5 4.-3+5:-2+ 2:--2 4.-1+5-1+ 2-4|

| -2 16 -7 |
A-B=|-13 3 -11 |
| 22 18 9|
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Determinantes

CONCEPTOS BASICOS

Es el escalar que resulta de sumar algebraicaméistemandos, de tal forma que cada sumando es el produgto de
factores siendo cada factor un elemento de la matriz perteneciente a fila y columna de los restantes. Cada sumando

estara afectado del sigroo -, segun que la permutacién que indica las filas y las que indica las columnas son del

mismo o distinto orden respectivamente. Se designpAdr Partiendo de una matriz de ordgrse puede calcular
el determinante de cualquier matriz cuadrada, haciendo divisiones en submatrices cuadradas y multiplicando cada
resultado de cada determinante por su menor adjunto.

Para una matriz de ordén

| a1 a2 |
| @1 a2 |

|Al=a1 - @2-a2- a1
Para una matriz de ordéh

| a1 a2 as |
| @1 a2 as |
| @1 a2 a3 |

|Al=a1-|ail|-a2-|az2|+a3-|as|

|Al=a1:|@2- 83-@3-@2|-a2- |a@1-83-23- 31| +a3-|@1-®B2- @2 81|
APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES

Menor complementario
Es el determinante de la matriz de ortlen 1que resulta de eliminar en una matriz laifijela columng, sin alterar
los demas elementos.

Mij=|A|-{a, az, ..., an, aj, &j, ..., &j }

Adjunto

Es el menor complementario de un elemento, que resulta de eliminar la fila y columna donde aparece dicho elemento,
y que tiene por signt si (i + |) es par, ¥ si (i + ]) es impar.

Aij = (1) +j - Mij

Regular
Es una matriz cuadrada cuyo determinante es distinto de cero:

|A|#0

Determinante mediante adjuntos

Es la suma de todos los productos posibles de todos los menores complementarios que se pueden formar con las n
filas o columnas por sus correspondientes adjuntos:
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|[Al=aj- Aij+aj- A2j+ ... + a&j - Anj

Determinante de una matriz
Calcular el determinante de la siguiente matriz:

P NN
wWN P
OoOr b

| |
| |
| |
|A|=2-]12-0-1-3|-2-|1-0-4-3|+1-|1-1-4-2|=2-3-2-12+1--7=-6-24-7
|A|=-37.

Matriz adjunta
Es la matriz que resulta de sustituir cada elemento de la matriz por su adjunto:

adjA=(Aj)

Matriz inversa
Es la matriz tal que multiplicada por su original da la matriz unidad. La formula de la matriz inversa es:

Ara=1/|A]| (adjA)

Los pasos a seguir para calcular la matriz inversa de una matriz cuadrada regular es:
*  Se calcula la matriz adjunta.

* Se halla la matriz transpuesta de la matriz adjunta.

* Se calcula el determinante.

* Se divide cada elemento de la matriz resultante por el determinante.
» Todos los elementos resultantes seran los elementos de la matriz inversa.

Calcular la matriz inversa

Dada la siguiente matriz, calcular su matriz inversa:
| 1 -2 |
| -3 4|

Matriz adjunta:
| 4 3|
|2 1]
e Matriz transpuesta de la matriz adjunta:
| 4 2|
| 3 1]
e Determinante:
1-4-(-2--3)=4-6=-2

» Division de elementos por determinante:
| 4/-2 2/-2 |
| 3/-2 1/-2 |

e Matriz inversa:

| -2 -1
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| -3/2 -1/2 |

Rango de una matriz

Es el orden mayor de los menores complementarios no nulos de una matriz.

rg(A) = Max( M)

Rango de una matriz
Calcular el rango de la siguiente matriz:

|10 3|
|0 2 1|

Se calcula todos los menores complementarios distintos de cero:

« Miz1=]0-1-3-2|=0-6=-6
e« Mi2=]1-1-3-0|=1-0=1
e Miz=|1.-2-0-0|=2-0=2

Como los menores complementarios son de orden y hay por lo menos uno distinto de cero, entonces:

rgq(A)=2
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Aplicaciones lineales

CONCEPTOS BASICOS

Una aplicacion lineal u homomorfismo es una aplicadiohJ(-> V) de un espacio vectorial sobre otro en el mismo
cuerpo de definicion si para cualquier par de vectdrgsde un espacio vectorial y todo escalabse verifica:

o f(ur+wvi, 2+ w2, B+ w3) = f(u, W, ws) + f(vi, vz, v3)
 fla-uw,a-wa-uB)=a-fu w w)

Si cumple ademéas f(aitib-v,a-2+b-v,a-38+b-w8) =a- flu, w, w)+b- f(u, vz, v3), entonces se habla
de homomorfismo.

Comprobar una aplicacion lineal

Probar si la aplicacion siguiente: R”2 -> R”% es aplicacion lineal o no:

fx, y) = (@2x,y)

fla- XL, yl)+b - (x2,y2)]=f(a-x1+b-x2,a-yl+b-y2)=[2: (axl + bx2), ayl + by2]
a-f(xlL,yl)+b-(x2,y2)=a-(2x1,yl)+b - (2x2,y2) = (2 - ax1 + 2 - bx2, ayl + by?2)

Luego si es una aplicacion lineal

Propiedades

« f(0)=0

o f(-u)=-f(u)

+  SiSes un subespacio vectorif{,S ) también es un subespacio vectorial

+ SiL es un sistema de generadofed, ) también es un sistema de generadores
+ SiL es un sistema ligadf(, L ) también es un sistema ligado

Imagen de una aplicacion

Es un subconjunto del espacio vectorial V en el que tienen aplicacion todos los elementos del espacio vectorial U
utilizado en la aplicacion:

Im(f) = #(U)

Nucleo de una aplicaciéon
Es el conjunto de vectores que tienen como imagen el vector nulo:

N(f) = { (u1, w2, w) pertenece a V | fiiwe, ws) = (0, 0, 0) } = f21(0, 0, 0)

Dimension y rango de una aplicacion

La dimensidnde la imagen y del nicleo de una aplicacion viene dado por la siguiente formula:
dim(N(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

El rango de una aplicacion es la dimensién del espacio vectorial imagen y coincide con la matriz asociada:
rg(f) = dim(Im(f)) = dim(f(V)) = rg(Mf)
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CAMBIO DE BASE

Sean dos bas®:1 = {e1, e, ..., @} yB2 = {u1, W, ..., W} siendon la dimension del espacio vector\4) donde
los vectores dB82 enB1 son:

u=al-a+ az-e+..+an-a
w=a1-a+ x2-+..+an-

Un=anl-a@+an2-@+..+an- &
Sea una aplicacion de matridésr, B1) y M, B2) en las basd81 y B2. La relacion entre ambas es:

M(f, B2) = C*1 - M(f, B1) - C
dondeC es la matriz de cambio de base:

| a1 a1 ... a1 |
| a2z a2 ... a2 |
| dn &&n ... a@n |

es decir, seribl B2, B1).
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Sistemas de ecuaciones lineales

EXPRESION MATRICIAL

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjurto eeuaciones g incdgnitas cuya expresion generales X =

B, dondeA es la matriz asociada al sistefala matriz columna de las incégnitaByla matriz columna de los
términos independientes.

all- X+ az2-x+..+an-x=h
Q11X+ @2-x+..+tan-x=I

amli-XL+an2- X+ ...+ an- X =hnm

Se llamasoluciéndel sistema a un conjunto de elemerftas k2, ... , k) tales que sustituidos en las incogn(tes,

X2, ..., %) verifican todas las ecuaciones. Este sistema de ecuaciones puede expresarse en forma matricial como:
[1% | a1 a2 an| | b|

A-X=B => | x|-|a a& .. a|=]| b|
T T N
[nX |@1 an2 ... &an| | b |

Por tanto, un sistema ¢f8 ecuaciones cohn incognitas puede interpretarse como la expresion de una aplicacion lineal
f: U -> V, de matriz asociadd dondeU es unK-espacio vectorial de dimensiéry V es unK-espacio vectorial

de dimensionm, y tal que la busqueda de soluciones equivale a hallar vegterdXi, X2, ... , %) que pertenecen a
U que se aplican en el vector= (k, b, ... , Iin) que pertenece. La discusion del sistema puede realizarse
segun:

+ bno pertenece Bn( f): no existerx tal quef( X ) = b El sistema no tiene solucion (sisteimeompatible).
+ bpertenece Im( f): existenx tales qud( X ) = b. El sistema tiene solucion (sistes@mpatible).

Si el sistema tiene solucién, pueden darse varios casos:

* Que seandeterminado: la solucién no es Unica.
* Que sealeterminado; la solucién es Unica.

*  Que sednomogéneola solucion es cerd( - X = 0.

METODOS DE RESOLUCION

Sistemas equivalentes

Si en la matriz asociada a un sistema de ecuaciones lineales se efectllan operaciones elementales con las filas, la
matriz obtenida corresponde a un sistema de ecuaciones equivalente al primero, es decir, tienen el mismo sistema de
solucion.

Teorema de Rouché-Frobenius

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema sea compatible (que tenga solucion) es que coincidan los
rangos de la matriA y de la matriz ampliadA | B que resulta dampliar A con la matriz columna de los términos

independienteB, siendon el nimero de incdgnitas:
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« Sirg(A)=rg(A|B) = rel sistema es determinado.
« Sirg(A)=rg(A|B) < rel sistema es indeterminado.

Estudio de la compatibilidad de un sistema
Resolver el sistema:

X+2y-z=1

e 3Xx+y-2z=2
e X+5y-4z=-2

|1 2 -1 1]
(AlB)=1-3 1 -2| 2|
|-1 5 -4 -2

Comor(A) =2yr( A| B) = 3el sistema es incompatible

Regla de Cramer

Se aplica cuando tiene igual nimero de ecuaciones que de incognitas, la matriz es regular y el sistema es compatible
determinado. Su solucion Unica es:

xi=|AllA]
dondei = 1, 2, ..., nsienddAi la matriz que resulta dwistituir enA la columnai por la matriz column8:
Ai = A -{ai1j, @i, ..., ani} + {b1, ke, ..., bn}

Estudio de la solucion de un sistema compatible determinado
Resolver el sistema:

X+y+z=1

e 2X+y-z=2
3x+y+3z=0

Comor( A)yr( A| B )soniguales, e igual ademas al nimero de incogniak €l sistema es compatible
determinado y por tanto, tiene solucion Unica. Se resuelve por Cramer:

[1 1 1] |1 1 1] |1 1 1]

|2 1 -1| |-2 2 -1] |-2 1 2|

|0 1 3] | 3 0 3] | 3 1 0]
Ax = mmmmmeee e =0 A= = 3/2 = - =-1/2

| 11 1] | 1 1 1] |1 1 1]

|-2 1 -1 |-2 1 -1] |-2 1 -1

| 3 1 3| | 3 1 3] | 3 1 3|
Método de Gauss

Se trata de aplicar a la matriz amplia8a| (B) transformaciones elementalesle las filas hasta conseguir una matriz
triangular, cuyo sistema asociado es facilmente resoluble:

| a1 a2z ... an ||l h | | & a2 ... an || % |
| @1 @ ... an || R |=] 0O = ... en ]| »x |
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| .. . o |l - | 10 0 .. .| .|
| @1 a2 ... an|| 0 | | O O O me]| % |

Estudio de un sistema por solucion de un sistema equivalente
Resolver el sistema:

X+y+3z=5

. y+z:3

2x-y+4z=11

Se considera la matriz ampliada del sistema:
|1 1 3| 5]

|0 -1 1| 3]

|2 -1 4 || 11|

Se sustituye la ultima fila por ella misma menos la primeraZp&e obtiene:

|1 1 3| 5]
|0 -1 1| 3]
|0 -3 -2 1]

Se sustituye la dltima fila por ella misma meBagces la segunda. Se obtiene:

|11 3] 5]

|0 -1 1] 3]

|0 0 -5 | -8]

Y al final corresponde a un sistema equivalente al primero:
X+y+3z=5

. y+z= 3

» 5z=-8

Dondez = 8/5 se sustituye en la segunda dojde -7/5y sustituyendo ambos en la primeta 8/5

Discutir y resolver un sistema segun un valor determinado
Discultir y resolver el sistema:

ax+y+z=a
Xx+ay+z=a?
X+y+az=a%

Haciendo el determinante de la matfiztendremos:

la 1 1]
|1 a 1|=>a=-2 y a=1
|1 1 af

1° Caso) Sa = -2 entonces las matrices son:
|-2 1 1| -2]
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| 1 -2 4| => r(A)=2 y r(A|B)=3 =>Sistemaincompatible
|1 1 8 |

2° Caso) Sa = 1 entonces las matrices son:

|1 1 1 1]
|2 12 1] 1] => r(A)=r(A|B)=1 =>Sistema compatible indeterminado
|1 1 1 1]

3° Caso) Sa # -2y a # lentonces las matrices son:

r(A)=r(A|B)=3 => Sistema compatible determinado

| A|/|A]=-a(@+l)/ a+2
A/ |/|A|=ala+2
| A |/ A|=a(@+1p/ a+2

X
y
z

Donde sia = -2 no existe solucién
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