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Capitulo 1

Funciones de varias variables: limites y
continuidad

1.1 Funcién: definicion, dominio e imagen

Se entiende por funcidn toda regla o ley de correspondencia f: D C X — VY entre
dos conjuntos que asigne un tunico elemento y del conjunto de llegada Y a cada
elemento x del dominio o campo de definicién D del conjunto inicial X; que consiste
precisamente en el subconjunto D C X formado por todos los elementos x € X que
tienen imagen (correspondencia) y = f(x) por la funcién f. El conjunto de imégenes

f(z) se denomina recorrido o imagen de la funcién.

En nuestro caso, trataremos con espacios reales de dimension finita, IR", cuyos

elementos son n-uplas o vectores de n componentes, (x1,...,2,). Asi, una funcién
f: D CIR" — IR™ serd una ley que asigne a cada vector (z1,...,2,) de D un
unico vector (yi,...,ym) = f(x1,...,z,) de R™. Las n variables de que dependen

las coordenadas del conjunto inicial IR" se suelen denominar independientes, y las m
variables del conjunto de llegada IR™ dependientes, puesto que vienen dadas como

funciones de las primeras.

Con normalidad, entenderemos que el dominio de una funcion es el conjunto total
de uplas sobre las que esta bien definida: como es natural, los denominadores de
funciones racionales han de tomar valores distintos de cero, las funciones radicales
pares solo estan definidas para valores no negativos, los logaritmos sélo estan definidos

para valores estrictamente positivos, etc.
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Ejemplo 1.1.1 La funcién f: D C TR — R dada por f(z) =

Tiene a D = IR— {1} por dominio y a R — {2} por imagen. Nétese que se trata de
la recta y = x + 1 a falta del punto (1,2). Posteriormente veremos que esta funcién

se puede extender de manera continua hasta coincidir con la recta y = z + 1, que en
2

verdad resulta de efectuar el cociente

: de hecho, una practica habitual con
x p—
funciones racionales como la que nos lleva es la de simplificar antes de calcular los

ceros del denominador, porque en otro caso se puede excluir puntos del dominio de

definicién de manera indebida.

/
-2/1 1 2

Figura 1.1: Se trata de la recta y = x + 1 menos un punto

Ejemplo 1.1.2 La funcién f : IR — R dada por f(z) = V2.

Tiene a todo IR como dominio de definicién, y al intervalo [0, +00) como imagen.
Noétese que f(z) = |z|, de manera que Va? # x en general.

3

2.5

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 1.2: Gréfica de la funcién dada por va? = |z|
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Ejemplo 1.1.3 La funcién f: D C R — R definida segin f(x) =

Tiene por dominio a D = IR — {—+/2,1/2}, y por imagen a todo IR.
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Figura 1.3: Representacion gréfica de la funcién dada por — 5
x J—

e+ 1=z -1

Ejemplo 1.1.4 La funcién f : D C IR — R dada por f(x)
T

Tiene a R — {0} por dominio de definicién, y al intervalo (0, 2] por imagen.

Es importante saber utilizar la funcién valor absoluto, tal que |z| =z siz >0y

|z| = —z si x < 0. De este modo, para saber qué valor asigna la funcién f(z) hay que

estudiar cémo se comportan los valores absolutos |z +1| y |z — 1] segin qué intervalos.
Asi, [+ 1|=xz+1parax+1>0 (estoes,z>—-1)ylz+1|=—(x+1)=-2z—1
para x + 1 < 0 (i.e. x < —1). Del mismo modo, |zt — 1| =x — 1 paraz — 1 > 0 (esto

es, z > 1), mientras que |zt — 1| = —(x — 1) =1—x paraz —1 <0 (i.e. z <1).
Por tanto,
r+1—(z—1)=2, siz>1,
z+1-|jz—-1]=¢ z+1—-(1-2)=22, si-1<z<]1,

—z—1—-(1—2)=-2, siz<—1.
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Luego la funcién f(x) resulta ser

2

—, si|z| >1,

fla) =1 lv
2, silz| <1, z#0.

Ahora es visible que la funcién se puede extender de manera natural en z = 0 defi-
niendo f(0) = 2.

1.8
1.6
1.4
1.2
_2 -1 1 2
. , ., r+1—|z -1
Figura 1.4: Gréfica de la funciéon dada por | l |
x

Ejemplo 1.1.5 La funcién f: D C R — R definida segin f(x) = tgx.

2k +1

Tiene a R — {

tener en cuenta que los valores iniciales representan radianes y no grados: todas las

7w : k € Z} por dominio, y a todo IR por imagen. Hay que

funciones trigonométricas que se consideren en el curso se han de entender dadas en
radianes y no en grados. En caso necesario, se puede recurrir a la regla de equivalencia

7 radianes = 180 grados.

20
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F20

Figura 1.5: Grafica de la funcion tgz
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Ejemplo 1.1.6 La funcién f : D C R* — R dada por f(x,y) = \/In(x2 + y2).

Tiene por dominio a todo el plano IR? a excepcién del interior del circulo centrado
en el origen y de radio 1 (esto es, el campo de definicién coincide con el conjunto de

puntos {(z,y) : 2%+ y* > 1}), mientras que la imagen rellena el intervalo [0, +00).
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Figura 1.6: Dos vistas de la superficie dada por z = /In(z? + y?)

In[(z? + 2 — 2)(1 — y?)]

Ejemplo 1.1.7 La funcion f : D CR®* = R con f(z,y) =

La imagen recorre todo IR, mientras que el dominio de definicién consiste en seis
bandas, ((727 0) U (05 1)) X ((700, *1) U (17 +OO)) y ((7007 *2) U (17 +OO)) x (717 1)

In[(2* + 2 — 2)(1 — y?)]

Figura 1.7: Vista de la superficie dada por z =
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En ocasiones, una funcién puede venir dada de manera implicita, de modo que re-
sulta dificil (a veces imposible) determinar su dominio. Por manera implicita entende-
mos una funcién del tipo F'(x) = 0, donde alguna(s) de las variables x = (z1, ..., z,)

queda(n) caracterizada(s) como funcién(es) de las restantes.
Ejemplo 1.1.8 Sea la circunferencia x® + y? — 4 = 0.

Determina y como dos funciones implicitas de x, cuales son y;(z) = V4 — 22 e

yo(z) = —/4 — 22

Figura 1.8: Representacion simultanea de las funciones y;(z) e ya(x)

En lo que sigue, nos centraremos en funciones del tipo f : R" — IR, incidiendo
sobremanera en los casos n = 1, 2; dado que el estudio de la continuidad, diferencia-
bilidad e integrabilidad de funciones g : IR" — IR™ se reduce al estudio analogo de

las m funciones componentes, g; : R" — IR, 1 < i < m, con

9@, o xn) = (1 (1, - Tn)y e oo Gm(T1, - o ).

1.2 Representaciéon de funciones: trazas y curvas
de nivel

A la hora de estudiar el comportamiento de una funcién, puede resultar 1til el saber
qué disposicion presentan en el espacio los puntos por los que pasa la funcion, lo que

se conoce como grafica de la funcién.
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Es de comin conocimiento la representacion grafica (que incluimos a continuacién)

de funciones tales como €%, Inz, 12, £/, 1, senz, cosz, tgxr, arccosz, ..., y en
general la de cualquier funcién real de unaxvariable (basta estudiar el dominio de
definicion, la existencia de asintotas o ramas parabdlicas, los cortes con los ejes, las
regiones en que es positiva o negativa, su crecimiento y la localizacion de extremos
relativos, el comportamiento en el infinito, etc.). Para un repaso conciso recomen-
damos ver el Apéndice B. Notese que las funciones que damos a continuacién por
parejas son una la inversa de la otra. Esto es facil de reconocer porque han de ser

necesariamente simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

N w1 I
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1.2. Representacion de funciones: trazas y curvas de nivel

1 Y = COS X
0.5
0.5 1 1. 2 2.5 3
-0.5
-1
3 Y = arccos
2.5
2

1.5
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-1 -0.5 0.5 1
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Figura 1.9: Graficas de las funciones elementales y sus inversas
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En el caso de funciones de varias variables la representacién grafica resulta en
general bastante mas compleja. Por este motivo, una tactica que se suele emplear
con frecuencia es la de analizar el comportamiento de la funcién z = f(z,y) segin
distintas secciones (trazas) por planos del tipo x = ¢, y = ¢ 6 z = ¢, para distintas

constantes dadas c.

También puede ayudar el estudio del mapa de contorno o de curvas de nivel,
que consiste en el dibujo simultaneo en el plano de curvas del tipo f(z,y) = ¢ para
distintos valores constantes de ¢, a partir del cual es relativamente sencillo localizar
extremos relativos y puntos de silla (a estudiar en el capitulo siguiente). Este tipo de
representaciones es propio de mapas meteoroligicos (isobaras de presién atmosférica)

y topogréficos (marcando los distintos accidentes del terreno, segiin las alturas).

Otra variedad de representacion plana de una funcién, intimamente ligada a la
anterior, es el mapa de densidad, en el que se proyecta sobre el plano XY el valor de
la funcion mediante grises de distinta intensidad, dependiendo del valor de la funciéon
en dicho punto. Este tipo de representacion suele ser 1til cuando se quiere analizar la
intensidad de una cierta magnitud (impacto del sol por agujeros en la capa de ozono,
temperaturas de una zona, indice pluviométrico, etc.). En definitiva, consiste en el
sombreado de la zonas intermedias entre curvas de nivel consecutivas de un mapa de
contorno, siguiendo la convencion de que zonas que correspondan a valores cada vez
mas altos van sombreadas en un tono cada vez mas claro; y reciprocamente, zonas
que correspondan a valores cada vez mas bajos de la funcién van sombreadas en un

tono cada vez mas oscuro.
Ejemplo 1.2.1 Sea z; = e™™.

Las curvas de nivel de z; = ¢~ son de la forma ¢ = e~*¥, para ¢ > 0 (recuérdese
que el recorrido de la exponencial es el intervalo de nimeros reales positivos). Es
decir, las curvas de nivel de la funcién en el plano z = ¢ vienen dadas por la ecuacién
c=e " <& —Ine = zy, que constituyen hipérbolas para Inc # 0, y el par de rectas

de ejes cartesianos para Inc = 0. Nétese que In ¢ esta bien definido, por ser ¢ > 0.

Las hipérbolas del tipo zy = k con k > 0 tienen graficas similares a la funcién
y = — (de hecho ésta es la hipérbola para k = 1), més lejos o cerca del origen segin
x

sea mayor o menor el valor de k respecto de 1.
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Las hipérbolas del tipo zy = k con k£ < 0 tienen gréficas similares a la funcién
y = —— (de hecho ésta es la hipérbola para k& = —1), mas lejos o cerca del origen
x

segin sea menor o mayor el valor de k£ respecto de —1.

De modo que cuando £k = —Inc > 0, esto es, para 0 < ¢ < 1, las curvas de nivel
son hipérbolas del tipo xy = k en el primer y tercer cuadrante, en las que la funcién
toma el valor 0 < e* < 1, que tiende a 0 cuando & — co. Por otra parte, cuando
k= —Inc < 0, esto es, para 1 < ¢, las curvas de nivel son hipérbolas xy = k en el
segundo y cuarto cuadrantes, en las que la funcién toma el valor 1 < e™*, que tiende

a infinito cuando k£ — —oo.

Ya tenemos formada una idea clara de cdmo ha de ser la superficie z = e *¥: en
los ejes coordenados la funcion vale 1, disminuye su valor por valores positivos hasta
tender a 0 segin hipérbolas en los cuadrantes primero y tercero, y aumenta su valor

a partir de 1 hasta infinito segiin hipérbolas en los cuadrantes segundo y cuarto.

2 2

iy
i

o
o

Figura 1.10: Mapas de contorno y de densidad de z; = e™*¥

Figura 1.11: Representacion grafica de la superficie z; = e™¥
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Ejemplo 1.2.2 Sea z; = cos(z? + y?).

Las curvas de nivel de z5 = cos(z? + y?) son de la forma ¢ = cos(z? + y?), para
—1 < ¢ <1 (el recorrido del coseno oscila en el intervalo [—1, 1]). Es decir, las curvas
de nivel de la funcién en el plano z = ¢ vienen dadas por la ecuacién z%+y? = arccosc,
que constituyen circunferencias de centro el origen de coordenadas y radio y/arccos c.
Aqui abusamos al considerar x = arccos y como una funcién, dado que como funcién
inversa de la funcién periddica y = cos x, s6lo estd definida en un intervalo basico del
tipo [km, (k + 1)7] para un entero k prefijado; fijemos nosotros como intervalo bésico
el [0,7]. Asi, arccosc da el inico dngulo en radianes dentro de [0,7] cuyo coseno
vale ¢; sin embargo hay infinitos dngulos en radianes cuyo coseno también vale ¢ (al
menos, los de la forma (arccos ¢) + 2km, con k entero. Abusando de la notacién, para

nosotros arccos c representa todos los dngulos en radianes cuyo coseno vale c.

De este modo, para cada c entre —1 y 1, la curva de nivel arccos ¢ = 22412 consiste
en realidad en infinitas circunferencias de centro el origen y radio y/arccos ¢, una por
cada radidn positivo (debe ser de la forma x? + y?  por ende positivo) cuyo coseno
sea ¢. En cada una de estas circunferencias la funcion toma el valor ¢. Como en el
origen de coordenadas la funcion vale 1, la superficie se extendera desde este punto
en todas direcciones mediante ondas sinusoidales del tipo del coseno, expandiéndose
de manera radial por circunferencias. Intuitivamente, deberia consistir, pues, en la

superficie de revolucion que engendra la grafica de y = cos x al girar sobre el eje z.

Incluimos mapas de contorno y densidad de la funcién, amén de la superficie real.

Figura 1.12: Mapas de contorno y de densidad de 2, = cos(z? + ?)
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Figura 1.13: Gréfica de la superficie 2, = cos(z? + y?)

Ejemplo 1.2.3 Sea z3 = cos(e” + ¢¥).

Las curvas de nivel de z3 = cos(e” + ¢¥) son de la forma ¢ = cos(e” + ¢¥), para
—1 < ¢ <1, de modo que e* 4 €Y = arccos ¢, donde nuevamente hemos de interpretar
que arccos ¢ representa todos los radianes (positivos, puesto que e +e? > 0 para todo
punto (x,y) del plano) cuyo coseno vale c. Para cada uno de estos radianes, digamos
k > 0, tenemos una curva del tipo e* +e¥ = k, esto es, y = In(k —e”), cuyo dominio es
(—oo,Ink). En este intervalo, la funcién y = In(k — €®) es estrictamente decreciente,
presenta una asintota horizontal en y = In k cuando x — —oc y una asintota vertical
en r =Ink. Y la funcién f(z,y) toma el valor cosk en toda la curva. De modo que

la superficie z3 oscila entre 1 y —1, segin ondas del tipo y = In(k — e%).

2 x 2

[l)
-
o
[
N

Figura 1.14: Mapas de contorno y de densidad de z3 = cos(e” + €¥)
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Figura 1.15: Grifica de la superficie z3 = cos(e” + ¢Y)

Ejemplo 1.2.4 Sea z4 = In(z? + ?)

Las curvas de nivel de z4 = In(2? + %) son de la forma ¢ = In(z? + y?), para
c € IR, de modo que 22 + y? = e¢; que constituyen circunferencias de centro el origen
de coordenadas y radio r = v/e¢. Como ¢ = Inr?, para r el radio de las circunferencias,
cuando r — 07, se tiene que ¢ — —o0; por otra parte, cuando r se hace cada vez
mayor, ¢ se hace cada vez mayor. Asi, la superficie debe ser una especie de embudo,
que se abre en forma de logaritmo neperiano hasta el infinito, y se cierra hacia menos
infinito en el origen de coordenadas, siempre segin circunferencias. Intuitivamente,
ha de corresponder con la superficie de revolucion que se obtiene al girar la gréfica

de y = Inx alrededor del eje z.

Figura 1.16: Mapas de contorno y de densidad z4 = In(2? + y?)
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Figura 1.17: Gréafica de la superficie z4 = In(2? + y?)

1.3 Limites de funciones en un punto

Antes de entrar en materia, hemos de hacer un alto en el camino para incidir breve-
mente en la funcién valor absoluto y en el manejo elemental de desigualdades, que

tan relevante rol juegan en el cdlculo de limites:

e La ecuacién |z — a| = ¢ se puede traducir en dos maneras equivalentes: dado
que ¢ mide la distancia entre x y a, se tiene que x = a % ¢; de otro modo, si

|z — a| = ¢ entonces +(x — a) = ¢, de donde z = a + c.

e Se verifica la desigualdad triangular propia de cualquier aplicacién distancia:
|z +y| < [z +]y], Vo,y € R.

e Por otra parte, |z — y| > |z| — |y|, Vz,y € R.

e Asimismo, |zy| = |z||y|, Vz,y € R.

e En multitud de ocasiones, las funciones de variable real vienen definidas sobre
intervalos, los cuales admiten una representacion natural por medio de valores

absolutos: los puntos x tales que

z—a| < ¢ determinan el intervalo (a—c, a+c),

dado que |z —al] < cequivalea 0 <z —a <cy 0 < —(r —a) < ¢, de donde
r<a+cya—c<z Elintervalo tendria sus extremos cerrados en el caso

> ¢ se traduce en

z—al < ec. A partir de aqui es inmediato deducir que |z — a

z € (—oo,a—c¢)U (a+ ¢, 00).
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e a<b=a+c<b+cVa,b,ceR.

—_
| =

o(],§b<:>5§ , Ya,b € IR con ab > 0.

Q

a <byc>0implican ac < be, Va,b,c € R.

a <byc<0implican ac > bc, Va,b,c € R.

a<byc<dimplican ac < bdy a+c<b+d, Va,b,c,d € IR.

Téngase en cuenta que resolver una desigualdad significa encontrar el conjunto de
todos los nimeros reales que hace que la desigualdad sea verdadera. En contraste con
una ecuacién no lineal (cuyo conjunto solucién por lo regular consiste en un nimero
o un conjunto finito de niimeros), el conjunto solucién de una desigualdad viene dado
en general por todo un intervalo o la union de varios de ellos. Adjuntamos un resumen

con las notaciones mas usuales.

| Notacion de conjuntos Notacioén de intervalo Representacion grafica |

{r:a<z<b} (a,b)

{z: a<z<0b} [a, b] ——

{r: a<x<b} la, b) ——

{z:a<xz<b} (a,b] BE—

{z: x<b} (—oc, b] -——

{z: z<b} (—oc,b) —

{z: a<ua} [a, ) —

{z: a<uz} (a,00) E—

IR (—o0, 00) D

Figura 1.18: Convenciones usuales para denotar los distintos intervalos

Ejemplo 1.3.1 Resolver la desigualdad 42> — 52 — 6 > 0.

Los dos ceros reales del polinomio P(x) = 42% — 5z — 6, caso de existir (pudiera
tratarse de una pareja de numeros complejos conjugados), son los inicos nimeros
reales que hacen nula la desigualdad, de modo que a derecha e izquierda de estos
puntos la ecuacién toma un signo constante. Basta probar el signo en un punto de

cada uno de los tres intervalos para determinar el signo que toma la desigualdad
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en cada uno de dichos intervalos. Dado que los ceros del polinomio son z; = 2 y

T2=— la solucion de la desigualdad comprendera ninguno o varios de los intervalos
3 3
—00, ——), (—=,2 2 :
(00, =), (- 3:2) ¥ (2,0)

Como P(—1) =3 > 0, P(0) = —6 < 0y P(3) = 15 > 0, la solucién de la

desigualdad consiste en la unién (—oo, _Z) U (2, 00). |
Ejemplo 1.3.2 Resolver |x — 4] < 2.

Se tiene que |[xr — 4| < 2 <= -2 <2 —4 <2 <=2 < z < 6, de donde hablamos
del intervalo (2,6). Geométricamente, era facil de prever: |x — 4| < 2 caracteriza

aquellos puntos z que distan a lo sumo 2 de 4, por ende aquellos entre 2 y 6. [
Ya estamos en condiciones de hablar sobre el concepto de limite.

La nocién de limite de una funcién en un punto es bastante intuitiva: sea f(x)
una funcioén definida para todos los valores de x préximos a un punto a, aunque no
necesariamente en el propio punto a. Supongamos que existe un nimero real [ con la
propiedad de que f(x) se acerca cada vez mas a [ cuando x se acerca cada vez mas a
a. En estas condiciones se dice que [ es el limite de f(x) cuando x tiende a a. Nétese
que en caso alguno hemos determinado la dimension de los puntos x y a: pueden ser

numeros reales o puntos de R" para n > 1.

El concepto de limite envuelve pues las nociones de proximidad y cercania. En
dimensién 1 el concepto de distancia entre dos puntos es clara: la distancia entre dos

numeros reales x y a, d(z,a), consiste en el valor absoluto de su diferencia, |z — al.

Para puntos x y a en el plano (o cualquier espacio IR", n > 1), la nocién usual de

distancia d(x, a) viene dada por el médulo del vector de extremos x y a: six = (z1, x2)

y a = (a1, ay), entonces d(x,a) = \/(7“1 —a1)? + (29 — az)?, conocida como distancia

euclidea.

Sin embargo, existen infinitas formas distintas de medir la proximidad de dos pun-
tos en IR?. Con normalidad, aparte de la distancia euclidea, nosotros nos serviremos
de la que vamos a llamar distancia 1, d;(x,a), que consiste en la suma de los valores
absolutos de la diferencia de coordenadas homdlogas: d;(x,a) = |z — a1| + |x9 — as|.

Es obvio que para un par de puntos x y a, el valor de la distancia que los separa
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serda cuantitativamente distinto segun se utilice la distancia euclidea o la distancia
1, aunque no asi cualitativamente: si los dos puntos estdn préximos, lo estan para
cualquier distancia; andlogamente, si los dos puntos estan separados, lo estan para
cualquier distancia. Este hecho es crucial para que podamos utilizar indistintamente

una distancia u otra a la hora de evaluar la existencia de un limite doble en el plano.

Utilizaremos la notacién ||x — al| para referirnos a la distancia entre a y x, sin
distincion de la funcién métrica (d 6 di) que se utilice; por otra parte, ||a|| hard
referencia a la distancia de a al origen de coordenadas. El conjunto de puntos que
dista de a menos de ¢ se denomina bola de centro a y radio 0, y lo denotaremos por
B(a,d). En el caso de manejar la distancia euclidea, B(a,d) consiste en la esfera
n-dimensional (circulo, en caso de que n = 2) de centro a y radio §; mientras que
para d; esa bola consiste en el cubo n-dimensional (cuadrado, en caso de que n = 2)
de centro a y diagonal 2J. Nétese que en el caso real, B(a, ) consiste en el intervalo

(a — §,a+ ), independientemente de la métrica utilizada, d 6 d; en dimensién 1.

N AN
N N/

Figura 1.19: Bolas en IR? correspondientes a d y d; respectivamente

La consideracion de bolas como las anteriores permite definir varios conceptos

esenciales propios de la topologia de los espacios IR™:

En adelante, cuando hablemos de entorno de un punto a entenderemos una bola

de centro a y radio positivo.

e En ocasiones interesa eliminar del entorno el propio punto a. Se habla entonces

de entorno reducido.

e Un conjunto sera abierto cuando contenga un entorno de todos sus puntos.

Sera cerrado, cuando contenga a todos sus puntos frontera, que son aquellos

puntos cuyos entornos contienen simultdneamente puntos que estan dentro y
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fuera del conjunto (esto equivale a que su complementario sea un conjunto

abierto).

e Sera conero, cuando no pueda descomponerse como la unién de dos subconjun-

tos disjuntos separados por sendos abiertos.

e Serd compacto, cuando sea simultdneamente acotado (esto es, contenido en una

bola de radio finito) y cerrado.

Una vez aclarada la nocién de distancia y superadas las definiciones elementales

de topologia, podemos formalizar el concepto de limite:

e Se dice que lign f(x) = [ cuando para cada entorno de [, existe un entorno de
a de modo que para cualquier punto x # a de dicho entorno se tiene que f(x)

esta dentro del entorno prefijado de [.

e Utilizando la sintaxis de simbolos matematicos, esto equivale a decir que
}1(i_>rr;f(x) = [ si, y sélo si, para todo ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si

0 < ||x —al| < ¢ (esto es, x € B(a,d)), entonces |f(x) — 1] < € (esto es,

f(z) € B(l,¢)).

Apelando al significado geométrico, el hecho de que )lclgglf(x) = [ se traduce en
que para cada banda horizontal R" x (I — ,1 + ¢) (limitada por las rectas y =1 + ¢
ey =1—¢en el caso n = 1, funciones de una variable; y por los planos z = [ + ¢
y z =1 —¢ en el caso n = 2, funciones de dos variables), por estrecha que ésta sea,
existe un cilindro vertical B(a,d) x IR tal que si los puntos x # a estdn dentro de
esa bola, entonces la parte correspondiente de la gréifica de f(x) estard dentro de la

banda horizontal, tal como se muestra en la Figura 1.20 para los casos n =1y n = 2.

Hemos de resenar que la existencia del limite de una funcién en un punto equivale

a la existencia de todos los limites segiin cualquier trayectoria (curva) por la que nos
aproximemos al punto: es decir, lim f(x) = 1si, ysélosi, lim f(x)=1= lim f(x
p p , lim f(x) Y , lim f(x) lim f(x)

y=y9(z) z=h(y)
para cualesquiera curvas y = g(x) 6 © = h(y) que pasen por el punto a.

En particular, para funciones reales de variable real f : IR — IR, la existencia del

limite lim f(z) = [ equivale a la existencia de los limites laterales lim f(x) =1y
T—a r—a—
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l4+el [+ ¢ ®
v

l 7 T

l—¢ SRR E R -4 ©

a-+o ,

a a @

(a,b)

Figura 1.20: Interpretacién grafica de la nocién de limite en IR y IR?

lim+ f(z) =1, cuando = se aproxima a a por defecto (i.e. por valores mas pequenos
T—a

que a) y por exceso (esto es, por valores mayores que el propio a), respectivamente.

Ejemplo 1.3.3 La siguiente funcion admite limites en todos sus puntos menos en
dos, aunque si existen todos los unilaterales, con la sola excepcion de un punto. Por

otra parte, la funcion estd definida en todo IR menos un punto.

Figura 1.21: Interpretacion grafica de la existencia o no de limites en un punto

Para instruirse acerca del calculo de limites de funciones de una variable recomen-

damos visitar el Apéndice A.

Como ilustracién del manejo de limites laterales, se puede estudiar los limites
- ox o1 1 . at—1
siguientes: lim —, lim —, lim —, lim .
z—0 |x‘ 20 =072 z51 ¢ — 1

En el caso de funciones de varias variables, exista o no el limite, puede resultar de
mucha ayuda visualizar un mapa de contorno o de densidad en las proximidades del

punto limite.

Para probar que un limite existe hay varias alternativas:

e Se puede utilizar la definicion € : § de limite.
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e También es factible reducir el problema a la existencia de otro limite conocido.
Para demostrar que lign f(x) = [ es suficiente demostrar que |f(x) — 1] < g(x)

para x en un entorno reducido de a, siendo ¢ una funcién tal que )l{l_r}ellg(x) =0.

e Otra posibilidad, que engloba la anterior, es aplicar la regla del emparedado,
de modo que si lim g(x) = lim h(x) =1 y g(x) < f(x) < h(x) en un entorno

reducido de a, entonces existe lim f(x) y coincide con I.
X—a

e En ocasiones, también da buenos resultados realizar cambios de variables. Por
ejemplo, en caso de trabajar en IR?, cambios a coordenadas polares, de manera
que z = rcosf, y = rsenf, donde r marca la distancia de (z,y) al origen, y
6 el dangulo que forma el vector director del punto (x,y) con respecto el eje de

abscisas.

Téngase en cuenta que hay una diferencia fundamental en el caso de limites de
funciones de mds variables (en particular limites dobles), dado que en el caso real
sélo hay dos posibles direcciones (por la derecha o por la izquierda), mientras que
en el caso de n > 2 variables hay infinitas direcciones (y — b) = m(z — a) para
aproximarnos a un punto (a,b); més ain, hay infinitas trayectorias (no tenemos
por qué aproximarnos seglin rectas: podemos utilizar pardbolas, curvas polinomiales
de cualquier grado, espirales o cualquier otra curva, siempre que pase por el punto

en cuestién).

Por su especial relevancia, destacamos dos tipos de trayectorias peculiares a la

hora de aproximarnos a un punto (a, b):

e Los limites segun rectas y — b= m(x —a) 6 © — a = n(y — b), llamados limites

direccionales,
lim  f(z,y) ¢ lim  f(z,y)
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)
y—b=m(z—a) z—a=n(y—b)

e Los llamados limites reiterados, que son aquellos limites cuando nos acercamos
al punto (a,b) siguiendo una trayectoria horizontal y después una vertical, o

viceversa:
lim(lim f(z,y)) ¢ lim(lim f(z,y))

y—b T—a T—a0 y—b
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Asi como para que, en el caso de una variable, exista el limite es necesario y
suficiente que existan los limites laterales y coincida su valor; para probar con gene-
ralidad en IR" que un limite dado no existe, basta encontrar dos trayectorias en las
que los limites resultantes difieran. Es usual utilizar para este fin limites direccionales,

aunque en otras ocasiones son necesarias trayectorias segin curvas polinomiales.

Por otra parte, es una tentacion tratar de reducir el cdlculo de un limite doble
al de los limites reiterados, en el sentido de que intuitivamente parecen ciertas las

relaciones

o m - f(e.y) = lim(lim f (2, y)) = lim(lim f(z. y)).

Nada mas lejos de la realidad: en verdad, esta relacién sélo funciona en un sentido.

Si f: D C IR*>— IR estd definida sobre un punto (a,b) interior de D (esto es,
de modo que existe una bola de radio suficientemente pequeno con centro en (a,b)

y completamente contenida en D); se tiene que si existe lim  f(z,y) = [ y si,
(z,y)—(a,b)

adicionalmente, en un entorno reducido de b existe li_r}n f(z,y) entonces existe y vale
r—a

[ el limite reiterado
lim(lim f(z,y)).

y—)b T—a

Del mismo modo, si existe ( I)IH% , f(z,y) =l y si, adicionalmente, en un entorno
z,y)—(a,

reducido de a existe liHIl) f(z,y) entonces existe y vale [ el limite reiterado
y—

lim (lim f(z,v)).

Tr—ra y_)b

Es importante saber leer (entender, en definitiva) lo que se dice en el parrafo an-
terior, puesto que a veces se dan circunstancias que se prestan a ser malinterpretadas

como contradicciones, como se analizan en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3.4 La funcidn tiene limite en un punto, pero no existe uno (o ninguno)

de los limites reiterados.

1 1
Es el caso de la funcién g : D C IR* — IR dada por g(x,y) = (z+%)-sen — -sen —.
x oy

1 1
Asi, lim g(x,y) = y - sen — - limsen —, que no existe; de donde no tiene sentido el
z—0 z—0 x

limite reiterado lim0 lir% g(x,y). Del mismo modo ocurre con el otro limite reiterado,
y—0 z—

por ser g(z,y) una funcién simétrica respecto del plano y = z.
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Sin embargo, lim xz,y) = 0, puesto que lim (z +y) = 0 y la funcién
go, , Jim 9(xy) p que lim (@+Y) y

1 1 .
sen — - sen — estd acotada en un entorno del origen.
x

En la Figura 1.22 se observa que la funcién tiene limite en el origen, como se

constata en el mapa de densidad adjunto.

Figura 1.22: Gréficamente se comprueba que existe limite en el origen

Ejemplo 1.3.5 Los limites reiterados de una funcion existen en un punto y coinci-

den, pero la funcion no tiene limite en dicho punto.

Es el caso de la funcién f(z,y) = en el punto (0,0).

x? 4 y?

Efectivamente, lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y) = 0, pero no existe el limite de
y—0 -0 z—0 y—0

la funcién en el origen: tomando como direcciones las rectas y = mx, m # 0, (que

pasan por el origen), se tiene que

ma? m

li = 1i =
o f(w,y) = lim— Atm?)  1gm
Yy=mzx

que depende de la direccién (pardmetro m) tomada.

Este hecho se puede constatar de manera grafica, analizando la superficie y el

mapa de densidad correspondiente, adjuntos en la figura dada.
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Figura 1.23: La informacién gréfica es concluyente
|

Ejemplo 1.3.6 La funcion tiene en un punto sus dos limites reiterados, aunque estos

difieren (y por tanto no existe limite de la funcidn en dicho punto).

2

Es el caso de la funcién f(z,y) = % en el punto (0,0).
T Y
Y 0
En efecto, Z]/I_I)I[l)alcl_r)r(l) flz,y) = lel_rg%E =1, pero }jl_r)r(l];l_l)r(l) flz,y) = }:I_I)I(l] i 0.

Figura 1.24: Graficamente, se comprueba que la funcion no tiene limite en el origen
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. .0 . D .0
Mucho cuidado con pensar que hrr(l) — = 0 es una indeterminacion del tipo 6: la
z—0

0
funcién —, de dominio IR — {0}, vale 0 en todos sus puntos del dominio de definicién;
x

de modo que lim — = Q. [
z—0

En general, el procedimiento a seguir a la hora de estudiar la existencia del limite

doble de una funcién f(z,y) en un punto (a,b) es el siguiente:

1. Determinar los limites unidimensionales lign flz,y)y limh f(z,y). La no exis-
X a y—

tencia de alguno de estos limites no indica nada en relacién con la existencia o

no del limite doble.

2. En caso de que proceda (i.e. si el limite unidimensional correspondiente existe),

determinar los limites reiterados lim(lim f(z,y)) y lim(lim f(z,y)).
y—)h T—a T—a y—)h

Si existe un unidimensional pero no existe (o existe y es infinito) el reiterado
asociado, entonces el limite doble no existe. Por otra parte, si existen los dos

reiterados pero valen distinto, entonces el limite doble no existe.

En caso de que existan ambos limites reiterados y valgan [, no podemos extraer
otra conclusién mas que el limite doble, en caso de existir (lo puede hacer o no,

no tenemos informacion al respecto), ha de valer necesariamente [.

3. Para demostrar que el limite no existe, hay que encontrar dos trayectorias que
pasen por (a,b) que determinen limites distintos en (a, b), o bien una trayectoria
para la que el limite no exista. Recuérdese que el limite doble existe y vale [ si,

y s6lo si, existe el limite segin cualquier trayectoria y vale asimismo .

4. Para demostrar que el limite existe, primero hay que determinar cudl es el
candidato [ a limite (bien mediante los limites reiterados, bien probando por una
trayectoria cualquiera que pase por (a,b)). Después, podemos seguir cualquiera

de los pasos siguientes:

(a) Recurrir a la definicién € : § de limite.
(b) Encontrar una funcién g(z,y) con ( I)IH% b)g(x,y) = 0 tal que, en un
x,y)—(a,
entorno reducido de (a,b), sea |f(x,y) — 1| < g(z, ).

(¢) Demostrar que el limite por cualquier trayectoria existe y vale [.
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(d) Realizar un cambio de variable (por ejemplo coordenadas polares) y de-

mostrar que el limite resultante existe y vale [.

A modo de ilustracion, probemos que los siguientes limites no existen:
z? + y? . ry® : Y
im , lim ——, im ———.
(@y)=(00) T+Y  (2y)=00 2+ y' (@y-00T+y 1

[E2+y2

Ejemplo 1.3.7 Sea f(z,y) = o
rTTy

Los limites reiterados en el origen existen y valen (ambos, por ser la funcién
simétrica en las variables z e y) cero:
2

- ey
lim lim f(z,y) = lim , 0

Los limites direccionales segun las rectas y = mx también valen 0:

23(1 4+ m?)
(ﬂ”é'i%?sz(x’y) w20 (14 m)

Incluso si probamos con direcciones del tipo y = c¢z” también saldra cero. Sin
embargo, el limite no existe. En estos casos es cuando resulta de gran ayuda construir

las curvas de nivel.

Las curvas de nivel (ver Figura 1.25) de la funcién son del tipo

2?4y 2 .2 c c c?
c= =4y —ca—cy=0=(r—-=)4+ @y - =)= —
o Y Y (@ =50+ -3)

c c c
circunferencias de centro (5, 5) y radio —=, que pasan todas ellas por el origen de

V2

c c?

c
denadas: (0 — —)? 0—-)2=—.
coordenadas: ( 2) + ( 2) 5

De modo que la funcién no puede tener limite en (0, 0), puesto que por ese punto
pasan infinitas curvas de nivel que corresponden a cortes de la superficie f(z,y) =0
con distintos planos z = ¢. Es decir, los limites segun las trayectorias que definen
estas circunferencias valen distinto: lim f(z,y) =c.

(z,y)—(0,0) )
(a-§)2+y-§)2=5
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Figura 1.25: La no existencia del limite en el origen es clara

[
. o . zy? .
Ejemplo 1.3.8 FEl limite lim ———— no existe.
(a,y)—=(0,0) 12 + y4
En efecto, si calculamos el limite segtin las pardbolas z = my?, se tiene que
lim (o) — lim "% g
1m x, = 11m = ,
(#,9)—(0,0) Y= S (m2+1)y* m?2+1
z=my?
. . : xy? . .
lo que nos hace concluir que el limite propuesto  lim ———— no existe, pues segin

(2,9)—(0,0) 22 + y*
las parabolas propuestas se obtienen valores distintos (en funcién del pardmetro m).

Figura 1.26: Superficie y mapa de densidad asociados a z = f(z,y)
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Ejemplo 1.3.9 FEl limite lim B tampoco existe.
(zy)—»10)r+y—1

Si tomamos la direccién y = x — 1, resulta que el limite direccional correspondiente

queda
. Y . r—1 1
lim ———=lim — = _.
oo r+y—1 sl 2(r—1) 2
y=r—

Por otra parte, si tomamos la direccién y = 2% — 1, se tiene que

: Y .22 -1 Cor4+1 2
lim 7:llm27:1m =5
(z,y)g(l,lmx—i-y—l =1+ —2 z=lg+2 3
y=a2—

1
que difiere del valor 3 antes calculado.

Luego el limite en el origen no existe.

Figura 1.27: La representacién grafica es concluyente
|
Ahora, probar la existencia de los siguientes limites:

) Ty ) (x —1)?Inzx _ sen(z? + y?)
L I L NP v s v R L e S
(2.9)=(00) % + y*" (@y)=(10) (x —1)> +y?" (@y)—-00) 22 +y

2%y

Ejemplo 1.3.10 Sea f(z,y) = po—
224y
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Calculemos primero los limites reiterados en el origen: liII(l] f(z,y) =0, de modo
T—

que lim(lim f(z,y)) = 0, por lo que el candidato a limite es 0.
y—0 x—0

2
Como | ¥~ Gl |y lim |y| = 0, se tiene que existe
22 + 12 - | 2? (z,9)—(0,0) ’
Ty

=0.

lim —2—
(2,)—(0,0) 22 + 12

)

Figura 1.28: La convergencia de la funcion en el origen es incontestable

) (x —1)%Inx
Ejemplo 1.3.11 S )=
jemp ea g(v,y) (r— 1)+ 4
Se tiene que liH[l) g9(z,y) = Inz, de modo que el reiterado correspondiente queda
y—

lim(lim g(z,y)) = limInz = 0. Asi, el candidato a limite es [ = 0.
—0 r—1

z—1 'y

—1)%1 —1)21
De nuevo, (z=1lnz 0 < = 1) nz = |lnz|, siendo lim |Inz|=0;
(x —1)%2 +y? (x—1)2 (2,9)—(1,0)
1)
de donde existe  lim (= 1D'nz _ 0.

(@y)—>(10) (1 —1)2 + 92
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Figura 1.29: El mapa de densidad es clave: la funcién admite limite en el origen

|
sen(z? + y?)
Ejemplo 1.3.12 Sea h(z,y) = ——F—.
jemp ea h(x,y) e
: . . : , sen z2
Estudiemos primero los limites reiterados. Es claro que hn% h(z,y) = ;- De
y— x

2 z—0
sen x sen z2~g?

donde lim(lim A(z,y)) = lim

1, luego el candidato a limite es 1.
z—0 "y—0 =0 12

En esta ocasion, para demostrar que el limite doble existe y vale 1, vamos a

demostrar que existe el limite segtin cualquier trayectoria g(x,y) = ¢ y que vale 1.

En efecto, sea ¢g(z,y) = ¢ una trayectoria cualquiera pasando por (0,0). Si a

lo largo de esa trayectoria cambiamos de variable segtin ¢t = 2 + 32, resulta que

. . sent

lim g¢g(z,y)= lim —— =1.
(z,y)—+(0,0) g(zy)=c T
g(z.y)=c =0

De modo que sea cual sea la trayectoria g(x,y) = ¢ pasando por (0,0), existe el
limite segtin esa trayectoria y vale 1. De donde existe el limite doble de h(x,y) cuando

(x,y) — (0,0) y vale 1.

También podriamos haber usado el cambio a coordenadas polares, x = rcos¥,

y=rsend. Asi, (z,y) = (0,0) < (r,8) — (0, —), de manera que

2
senr
=1

li h =1l
(z,y)l—l;r%0,0) (.’E, y) TILI(I) r2
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Figura 1.30: Graficamente no hay lugar a dudas: el limite en el origen existe
|

Como en el caso de funciones de una variable, es facil deducir la existencia de
un algebra elemental de limites dobles, en el que el limite de sumas/diferencias y
productos/cocientes sea las sumas/diferencias y productos/cocientes de los limites
correspondientes (en este ultimo caso, siempre que el denominador no se anule en las

proximidades del punto limite, en cuyo caso habria que hacer un estudio aparte).

1.4 Continuidad de funciones en un punto

La nocién de continuidad de una funcién estd intimamente ligada a la de limite. Una
funcion f es continua en un punto no asilado a € IR" cuando se dan las siguientes

tres condiciones:

e La funcién esta definida en el punto a, 3f(a).
e Existe el limite de la funcién cuando x tiende a a, 3 lign flx) =1

e Este valor coincide con la imagen de f en el punto a, [ = f(a).

Se entiende que una funcién es continua en una regién dada cuando lo es en cada

uno de sus puntos. Se sobrentiende que una funcién es automaticamente continua en
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sus puntos aislados.

La definicién anterior requiere tres cosas: que la funcion esté definida en el punto,
que exista el limite y que ambos valores coincidan. Se habla de discontinuidad en
aquellos puntos en los que la funcién falla en ser continua. Dicha discontinuidad se
dice evitable o esencial dependiendo que exista o no el limite de la funcién en el punto
en cuestion. Las funciones que presentan discontinuidades exclusivamente del tipo
evitable se pueden transformar en funciones continuas de pleno derecho, con tan sélo
modificar convenientemente la definicién de la funcién en estos puntos por el valor de

los limites correspondientes.

El dlgebra de limites se hereda para funciones continuas, de modo que las su-
mas/diferencias/productos/cocientes de funciones continuas definen funciones asi-
mismo continuas. M&s aun, la composiciéon de funciones continuas también es conti-

nua: si f es continua en a y g es continua en f(a) entonces g o f es continua en a,

siendo (g o f)(a) = g(f(a)).

Las funciones continuas por excelencia, en sus dominios de definicién, son los
polinomios (en una o varias variables), las trigonométricas, las exponenciales, las
logaritmicas, las racionales (cuando no se anula el denominador),. .., y sus composi-

ciones y combinaciones aritméticas.

A modo de ejemplo, determinar los puntos en los que son continuas las funciones

siguientes:
o
x , si(z,y) #(0,0),
glay)= 5. flay) =1 @@ +y?)
0, si (z,y) = (0,0),
22 +2y—1, sixz >0,
h(x7 y) - 2 .
3T + y*, siz < 0.
) x
Ejemplo 1.4.1 Sea g(z,y) = ———
==y
La funcién ¢ : D C R? — R dada por g(x,y) = % es continua en todo su
12—y

domino de definicién, D = IR* — {(x,y) : y = 2%}, por ser cociente de polinomios.

Tenemos que estudiar si se puede extender de manera continua en algiin punto de la

parabola y = 22,
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En los puntos (c,c?) con ¢ # 0 desde luego no se puede extender de manera

. . X & . .
continua, dado que lim ——— = — = doo, dependiendo de si nos acercamos

(I,y)*)(C,CQ) :L‘2 - y a 0
a cero por la derecha o por la izquierda; de modo que el limite no existe, y aunque

existiera seria infinito, por lo que la funcién tampoco podria definirse de manera

continua en esos puntos.

En particular, entonces lim ¢(z,y) tampoco existe, de donde no puede existir
(2,5)~(0,0)
y=a>

el limite de la funcion en el cero.

r
|4
| 4
4

r
4
r

B,

Figura 1.31: La funcién tiene en {(x,y) : y = 22} discontinuidades del tipo esencial

Ejemplo 1.4.2 Sea ahora la funcién f(z,y) =4 z(z?+y?)’

La funcién es continua en IR — {0}, por ser cociente de polinomios.

Ademads, también es continua en el origen, dado que

3

xr2

1[)4

_ <
x(x? +y?) ~ < lal

|f(z,y) = f(0,0)| =

que tiende a 0 cuando (z,y) tiende a (0, 0).
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Figura 1.32: La continuidad es graficamente palpable

De donde existe ( l)irr%0 ) f(z,y) = 0, por lo que la funcién se puede extender de
m’y H bl
manera continua en el origen definiendo f(0,0) = 0.

|
2 .
j + 2 — ]_, ) > 0’
Ejemplo 1.4.3 Sea ahora h(z,y) = X y S‘ x>
3z + 9, six < 0.
Es obvio que la funcién es continua en todo R — {(z,y) : x = 0}, por ser

polinémica en esos puntos. Hay que estudiar si ademas es continua en la recta z = 0.

Graficamente no lo parece, salvo eventualmente en algin punto proximo a y = 1.

\

Figura 1.33: El tnico punto de # = 0 donde la funcién es continua es (0,1)
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Dado que lim h(z,y) =2b—1y lim h(z,y) = b%, para que pudiera ser
(@,9)=(0,6) (,9)=(0.6)
z—0+ z—0—
continua habria de ser b?> = 2b — 1; esto es, b = 1. Asi, el tinico punto de z = 0 que
podria optar a albergar continuidad es (0,1). Y de hecho, la funcién es continua en
este punto, puesto que las funciones en que se desglosa son continuas en dicho punto

y toman en él el mismo valor.
[ ]

A continuacién recopilamos algunos resultados clasicos que conciernen a las fun-
ciones continuas f: D C IR" — R:

1. Si f es continua en a, entonces f esta acotada en un entorno de a.

2. Si f es continua en a 'y f(a) # 0, entonces f tiene signo constante (igual al de

f(a)) en un entorno de a.

3. Si D es un conjunto compacto (cerrado y acotado) y f : D — IR es una funcién

continua en D, entonces f(D) es un compacto de IR.

4. Si D es compactoy f: D — IR es continua en D, entonces f alcanza en D
valores maximo y minimo: existen xq y x; en D tales que f(xq) < f(x) < f(x3)

para todo x € D. Este resultado se conoce como Teorema de Weierstrass.

5. Si f :[a,b] - R es continua y f(a) - f(b) < 0 entonces existe ¢ € (a,b) con

f(c) = 0. Este resultado se conoce como Teorema de Bolzano.

6. Si f : D — IR es continua y D es conexo, dados a,b € D y k € IR con
f(a) < k < f(b) existe ¢ € D con f(c) = k. Esta propiedad se conoce con el

nombre de Propiedad de Darbour 6 Teorema de los valores intermedios.

Ejemplo 1.4.4 Demostrar que toda funcion continua f : [0,1] — [0,1] tiene un
punto fijo ¢ (i.e. tal que f(c) = c).

Sea la funcién g(z) = x — f(x), continua, definida en [0, 1], con g(0) = —f(0) <0
y 9(1) =1~ f(1) > 0; de manera que segun el Teorema de los valores intermedios
existe ¢ € [0,1] con g(¢) =0, esto es, 0 = g(¢) = ¢ — f(c), de donde f(c) = c.
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Apéndice A

Guia rapida sobre el calculo de limites de
funciones de una variable real

Llamaremos entorno reducido de un punto a € IR a los intervalos que se forman al
eliminar a de un intervalo abierto que contenga el punto a. Por ejemplo, para § > 0,
(a—6,a)U(a, a+3), conjunto de los puntos = € IR tales que 0 < |r—a| < §, constituye

un entorno reducido de a, que llamamos d-entorno de a.

Un entorno reducido de +00 es cualquier intervalo abierto con extremo +oo. Por
ejemplo, para 6 > 0, (—oc,—d) y (0, 400) son entornos reducidos de —oo e oo,

respectivamente; que llamamos §-entornos de +oo.

En adelante, para denotar que a € IR 6 a = +oc escribiremos sencillamente que

a es finito o infinito.

Sea f : D C IR — IR definida en un entorno reducido de a, para a finito o
infinito. Se dice que la funcién f tiene limite | (finito o infinito) en el punto a, y se
nota [ = 11_1}111 f(z), cuando para cada nimero real ¢ > 0 existe un d-entorno reducido
de a de modo que para todos los z de dicho entorno se tiene que f(x) pertenece al

e-entorno de [. En otras palabras:

e Para « finito y [ finito: se tiene que ;151111 f(x) =1si,y sélo si, para todo € > 0
existe un 0 > 0 tal que |f(z) — | < ¢ para todos los z € D con 0 < |z —a| < .

Por ejemplo, se tiene que lim zIn|z| = 0.
z—0
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Figura A.1: Limite [ finito en un punto a finito

e Para ¢ finito y [ infinito: se tiene que lim f(z) = oc (resp., lim f(z) = +00),
si para todo € > 0 existe un ¢ > 0 tal que f(r) > k (resp., f(z) < —k) para
todos los x € D con 0 < |z — a] < 0.

Por ejemplo, se tiene que lim In |z| = —o0.
z—0

Figura A.2: Limite [ infinito en un punto a finito

e Para q infinito y / finito: se tiene que lim f(z) =1 (resp., lim flz) =1)
x — 00
si, y s6lo si, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que |f(z) — [| < € para todos
los z € D con x > ¢ (resp. z < —0).

Por ejemplo, se tiene que lim e* = 0.
T—r—0Q
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Figura A.3: Limite [ finito en un punto a infinito

e Para ¢ infinito y [ infinito: se tiene que xlgrgo f(z) = oo (resp., ml_l}IEloof(x) =

o0) si, y solo si, para todo e > 0 existe un 0 > 0 tal que f(x) > e para todos los

z € D con x> ¢ (resp. z < —4). Andlogamente, se tiene que lim f(z) = —oo
(resp., Em f(z) = —o0) si, y sélo si, para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
x — 00

f(z) < —e para todos los x € D con = > § (resp. < —9).

Por ejemplo, se tiene que lim e = oc.
T—>00

70
60
50
40
30
20

10

Figura A.4: Limite [ infinito en un punto «a infinito

Es facil demostrar que si f tiene limite en un punto a, dicho limite es inico. Més
atn, si [ es finito, en ese caso f estd acotada en un entorno de a, y si l # 0 ademads f

tiene el mismo signo que /[ en un entorno suficientemente pequeno de a.

Con normalidad, un limite se podra calcular mediante sustitucion directa, a veces

previa manipulacién algebraica:

B | 1-1 0
e lim =——=-=0
| 1+1 2




6 A. Guia rapida sobre el cdlculo de limites de funciones de una variable real

B 4r—-2 . (22 141 - 11
o lim P72 gy (L T )~ i (——-—):0.
z—oo —3x4 4+ 1 z—o00 \ 4 _3+z_4 T—00 r 3

e lim
T2 1 —

f(z) no toma valores alrededor de un mismo punto /: cuando x se aproxima a

no existe, puesto que en cualquier entorno reducido de 2 la funcién

2 por valores mas pequenos que el propio 2, x — 2 se aproxima a 0 por valores

negativos, de donde se aproxima a —oo; por otra parte, cuando z se

aproxima a 2 por valores mayores que 2, x — 2 se aproxima a cero por valores

positivos, de donde tiende a 400.

€T —

En este ultimo ejemplo ha surgido la nocién de limite lateral, por la izquierda o
por la derecha, segiin nos aproximemos al punto a por valores estrictamente menores
0 mayores, respectivamente; que denotamos por lim f(z) y lim f(z), segin sea el

z—a~ z—at
caso. Asi, existe lim f(z) =1 si, y sélo si, existen los limites laterales y coinciden con
T—a

dicho valor, lim f(z) = lim f(z) =1
T—a~ z—at

Por e lo. I 2?4 22 . z(x+2) i " .
or ejemplo, lim ————— = lim ———— = lim —, que no existe, puesto
d =0 /3 4 42 =0 /2 /0 + 4 z—0 ‘;p|
x x
que los limites laterales son distintos: lim — = lim — = —1, mientras que
20— |z @—0— —T

lim — = lim © =1+ 1.

a0+ x| a0tz

En lo que sigue, indistintamente es a finito ¢ infinito. Algunas propiedades basicas

concerniendo a limites y funciones son:

1. Si }ﬁl_r}(ll f(z) =1 € IR, entonces para cualquier k real con k < [ (resp., k > 1)
existe un entorno reducido de a de modo que k£ < f(x) (resp., k > f(z)).

2. Més atn, si lim flz)y =1 € Ry lﬂg(x) = m € IR con [ < m, entonces

f(z) < g(x) en un entorno reducido de a.

3. Silim f(z) =1 € R y k es un nimero real con k < f(z) (resp., k > f(z)) en

un entorno reducido de a, entonces se tiene que k <1 (resp., k > [).

4. Més aun, si lim f(z) =1€R, ll_r}(llg(x) =mée Ry f(z) < g(z) en un entorno

reducido de a, entonces [ < m.



5. 8i f(z) < h(z) < g(x) en un entorno reducido de a y lim f(z) = lim g(z) =,
entonces existe :161311 h(z) = l. Esta propiedad se conoce como regla del sandwich

0 del emparedado.

6. El algebra de limites se adapta a las operaciones aritméticas elementales, de
modo que los limites de sumas, productos, cocientes, logaritmos y exponencia-
ciones resultan ser las sumas, productos, cocientes, logaritmos y exponencia-
ciones de los limites correspondientes, siempre que éstos estén definidos. En

concreto, si ;I_I}(ll flz)y=1y glr1_1>r{11 g(x) = m, entonces:
o %%(f(x) +g(x)) = l+m, siempre que no dé lugar a una expresion del tipo
00 — 00.

e lim(f(z)-g(x)) =1-m, siempre que no dé lugar a una expresién del tipo

r—a

40 - 0.

. fl@) . , . 0,
e lim —= = — siempre que no dé lugar a una expresion del tipo — 6 +=2.

r—a g(x) m 0 00

° 711_)mﬂ log, f(xz) =log, [, para l,b > 0, b # 1.

e lim b/®) = ! para b > 0.

T—a

e lim g(x)?® = m!, siempre que no dé lugar a una expresién del tipo 1%,

oo 6 09,

Hemos de hacer notar que las tnicas indeterminaciones existentes en el calculo de
limites son las 7 contempladas en el apartado anterior:

0 oo
0o — 00, 0-00, —, —, 1, o’y 0°
0 oo
En realidad, las tres tltimas se reducen a las anteriores tomando logaritmos neperia-

i 9(=) — lim e9®) In(f(x))
nos, de modo que ll_f}flll f(z)9t) = }61_13%6 i

Cualquier otra expresiéon involucrando los valores 0,1 y oo no son indetermi-

naciones, como por ejemplo los casos

oc + oo(= +oc), —o0 —oo(= —oc), o0 -o0o(= +00),
Ocn), Pmtoo) S(=0) C(=400). logyu oo(= +oc),

log, 1 00(= —00), log,,; 07 (= —00), log,, 07 (= +00),

(b>1)"(=+00), (|bl <1)™(=0), (b<-1)"(=3),
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(16 >1)"(=0), (0<b<1)™(=+00), (-1<b<0)>(=3F), 07(=0),
07%(=400), Foo™™(=+400), (-00)"(=7), (Fo0) *(=0).

A la hora de resolver de manera efectiva un limite, se suele emplear el método
de sustitucién directa, siempre que no origine una indeterminacién; en cuyo caso, a
veces resulta ventajoso utilizar infinitésimos e infinitos equivalentes, o incluso la regla
de L’Hopital.

Una funcién f: D C IR — R es un infinitésimo (resp., infinito) en a (finito o

infinito) cuando existe lim f(z) = 0 (resp., = +00).

Por ejemplo, z—a,sen(z—a), tg(x—a),In(1+x—a),1—cos(z—a), e—(1+x—a)ﬁ
1 1\*
son infinitésimos en x = a, paraa € R,y —, e ", —,e— (1 + —) son infinitésimos
x Inz x

en r — o0.

Por su parte, z,e”,Inz son infinitos en x = oo, y ,In |z — a| son infinitos

1
= al

enr=a, conac€lR.

Podemos destacar las siguientes propiedades:

1. Si f es un infinitésimo en a y g estd acotada en un entorno reducido de a,
entonces su producto fg es un infinitésimo en a. Ejemplo: x es un infinitésimo

en © = 0 y sen — estd acotada en todo su dominio de definicién, de donde

T - sen — también es un infinitésimo en x = 0.
xr

2. Si f es un infinito del tipo +o00 (resp., —00) en a y g estd acotada inferiormente
(resp., superiormente) en un entorno de a, entonces f+ g es asimismo un infinito
del mismo tipo. Ejemplo: —z es un infinito en z = —o0, y € esta acotada

inferiormente (por 0), de donde € — x es un infinito en z = —oc.

3. f es un infinito en a si, y solo si, — es un infinitésimo en a. Hay que tener

cuidado con este enunciado, porque no seria del todo cierto si cambiamos los

nombres de sitio: f puede ser un infinitésimoen x = a y ? no ser un infinito en

. .
x = a, por la sencilla razén de que no exista lim ——. Es el caso de f(z) ==
T—a f(aj)

en x = 0. Si seria cierto que f es un infinitésimo en = = a si, y sélo si, — es

/]



1
un infinito en x = a. Es importante entender la sutil diferencia al considerar —

\f| , que pueden dar lugar a valores +00 y exclusivamente oo alrededor de un

cero de f, respectivamente.

Los infinitésimos (resp., infinitos), pueden compararse entre si, para determinar

la velocidad relativa con la que se aproximan a 0 (resp., £00). Asi:

e Si fy g son dos infinitos (resp., infinitésimos) en a y = es asimismo otro infinito
g

(resp., infinitésimo) en a, entonces se dice que f es de mayor orden que gy se
nota ogd(f(:zt)) > ogd(g(x)). Al comparar los 6rdenes de los infinitos usuales,
Tr—a x a

resulta que

ord (In”zx) < ord (z7) < ord (b%) < ord (z)

T—+00 T—+00 r——+00 T—+00
para b, c,p,q > 0. Es por eso que

In? z x4 b*

lim = lim — = lim — = oc.
z—o0 4 z—o00 HhT T—00 €T
g(@) _ :
Si lim == = 0 se dice que g(z) es despreciable frente a f(z) en un entorno de
z—a f(x)

a, y se denota g(z) = o(f(x)), siguiendo la notacién de Landau. En definitiva,
g(x) es de un orden inferior a f(z) en un entorno de a.

9(x)

Si lim Fo) =1 € R — {0}, entonces f(z) y g(x) son del mismo orden en

un entorno de a y se nota g(z) = O(f(z)). Por ejemplo, f(z) = (1 + a:)%

v g(z) = e son del mismo orden en z = 0, de suerte que liH(l)( + z)m = e.
Tr—

1 x

Andlogamente, h(z) = (1 + —> y g(x) = e son del mismo orden en x = +o00,
x

dado que hrn 14 —] =e. De hecho, estos dos limites son de mucha ayuda

para resolver en multltud de ocasiones indeterminaciones del tipo 1°°.

Si lim (%) _

L p——n =1 € R—{0}, entonces gg((il(f(x)) = a € IR. Andlogamente, en

f (@)

el caso de infinitos, si lim ——= =1¢& IR — {0}, entonces ord (f(z)) = « € R.
r—oo @ T—00
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e Dos funciones f y g con el mismo limite en un punto a se dicen equivalentes en

a, y se nota f ~ g, cuando f(z) = g(x) + o(g(x)) en un entorno de a.

Funciones f y g equivalentes en a pueden sustituirse una por otra en el calculo

de limites en a de cocientes o productos:

lim h(z) - f(x) = lim h(z) - g(x), LG 1 C))

Py Pty ava fz)  ama g(z)

e Los infinitésimos equivalentes en x = 0 mas utilizados son del tipo

2
x
e(z) ~e@ — 1 ~sene(x) ~tge(z) ~In(1+e(x)) y 1—cose(x) ~ € (2 ),
frecuentemente tomando €(z) = .
Veamos algunos ejemplos:
zlnz . xln(l+ (z—1)) x 1
e lim = lim = lim = -
=122 =1 2=l (x4 1)(z—-1) a>lz+1 2
rlnx 1
e lim = — lim zlnz = lim —% =0, puesto que —Inz =Inz ' =1In—
z—0+ 12 — 1 z—0t z—0+ p T
1
y cuando x — 0" se tiene que y = — — +o0c. Ademds, por otra parte, ya se vio
T

antes que ygl;doo(ln y) < ygl;doo(y).

. 2 . 2 . _1 .
o lim(cosz)®@® ® = lim e®te »In(cosz) — 75 va que limcotg?z - In(cosz) =
z—0 z—0 z—0
2 z2
. cos®zIn(l +cosx — 1) . cosx —1 . 5 1 .
lim = lim ———— = lim —= = ——, utilizando los
70 sen? g -0 sen?yx -0 g2 2

infinitésimos equivalentes pertinentes en xz = 0.

Para finalizar este breve repaso del calculo de limites incluimos la Regla de

L’Hopital. Este método sirve a veces, en funciones de comportamiento adecuado, para

: o . 0,00 : :
resolver indeterminaciones del tipo — 6 —. Observemos que las restantes indetermi-

e
naciones siempre se pueden llevar a una de estos tipos, con una minima manipulacién

algebraica.

¢'(z) # 0 para todo z en dicho entorno reducido. Si existe lim

Regla de L’Hopital: sean f, g : IR — IR dos infinitos (resp., infinitésimos) en

a (finito o infinito), ambos derivables en un entorno reducido de a, de modo que

f'(x)

r—a g’ (.'17)

= [, finito
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o infinito, entonces existe lim ——= y vale [. El enunciado también es valido si se
T—a g €T
sustituyen los limites por limites laterales.
. ['(z) -
Hemos de observar que si — carece de limite cuando = — a, entonces no se
g'(x)
R o fl@)
puede asegurar nada acerca de la existencia o no del limite lim ——. Este es el caso
T—a g(g’;)
2 1 2
L. . xosen - ) . senx )
de los limites lim ———= (que existe y vale 0) y lim T (que no existe).
z—=0 senx =0 1 o8 -

Ejemplos de aplicacion de la regla de L.’Hopital los encontramos en la comparacién

de algunos infinitésimos e infinitos:

-1

Inz x
e lim 7 -lnz = lim — = lim = — lim x = 0. Aqui hemos podido
z—0t z—0+ 1 20+ —x 2 z—0+t 1
aplicar la regla de I’Hopital porque tanto f(z) = Inz como g(z) = — son

funciones derivables en un entorno reducido de 0% con ¢'(z) # 0 (por ejemplo,
el intervalo (0,1)).
In’z g 5 pr tInf 'z P In” 'z

e Para p,q > 0, lim = lim —— = - . lim = ... =0,
z—o0 14 z—00 qri—! q oo

pues aplicando sucesivamente la regla de L’Hopital y simplificando, la funcion
del denominador se mantiene fija, £, mientras que la del numerador va trans-
formandose en In* 2 para exponentes k cada vez més pequefios, de modo que
llegara a ser k < 0; resultando el limite entonces igual a 0. Aqui hemos podido
aplicar la regla de L'Hopital porque tanto f(z) = In*z como g(z) = 29 son
funciones derivables en un entorno reducido de oo con ¢'(z) # 0 (por ejemplo,

el intervalo (2, 00)).

7y S N L
o Parag.b> 0. = bty T b o e

cando sucesivamente la regla de L’Hopital y simplificando, la funcién del deno-

= --- = 0, pues apli-

minador se mantiene fija, b, mientras que la del numerador va transformandose
en z¥ para exponentes k cada vez més pequeiios, de modo que llegard a ser k < 0;
resultando el limite entonces igual a 0. Aqui hemos podido aplicar la regla de
[’Hopital porque tanto f(x) = 2* como g(x) = b® son funciones derivables en

un entorno reducido de oo con ¢'(z) = Inb - b* # 0 (por ejemplo, el intervalo
(2, 00)).

Hay que tener cuidado cuando se pretenda aplicar la regla de L’Hopital, porque
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puede dar lugar a la aparicién reiterada de indeterminaciones.

b* b Inb '
Por ejemplo, si b,c > 0, lim — i ———— g que abre
T—00 CT z=00 ¢(lnx + 1)ze®
X

un proceso sin fin. Sin embargo, si directamente se hubiera planteado lim — =
T—00

T—00 \ ¢

indeterminacion.

x
lim () = 0, pues es un limite del tipo 0>, que ni por asomo constituye una

También es frecuente cometer un error al tratar de aplicar la regla de L’'Hopital a

cocientes de funciones que no son simultdneamente infinitos o infinitésimos.

LH . 2T . . .
= lim —. Muchos tendran la tentacién de aplicar nue-
et — 1 z—0 T

vamente la regla de ’Hopital para decir que

.'132

Por ejemplo, lim
z—0

20 juH? I 2

lim — im— = 2,
z—0 T z—0 T
e . . 2z 0
lo cual es absurdo, dado que, por sustitucion directa, se tiene que hn% i 0.
z—0 et

El error sobreviene al aplicar la regla de L’Hopital indebidamente en el limite IIH(I) —
z—0 T
aunque 2z si es un infinitésimo en 2 = 0, la funcién del denominador, ¢, no lo es,

puesto que ” =1 # 0.

1
Otro ejemplo lo tenemos en lim+ (— + In x), que genera una indeterminacién
z—0 xr

1
del tipo oo — oo. Podemos proceder de la siguiente manera: lim (— + In :1:) =

z—0t \T
. wlnz+1 . ) . N
hrn+ ————. En este estadio, muchos estaran tentados por aplicar L’Hopital, para
z—0 T
. . xlnx+1 ;jru? .. lnz+1 )
conseguir lim ——— “ = lim ——— = —o0; lo cual seria un craso error,
x>0t T z—0+ 1

puesto que zlnz 4+ 1 no es un infinitésimo en z = 0.

: Iz oy 1 .
De hecho, lim (zlnz) = lim —— "= lim —%- = — lim 2 = 0. De modo que
z—0*t z—0t - z—0F - z—07+

xT
1im+(m Inz + 1) =1 # 0, por lo que no es un infinitésimo en = = 0.
z—0

. . o xlhnz+1 1 .
En cambio, lim —— — — = 400, puesto que hemos visto que
. z—0+ T 0+
lim xlnz = 0.
z—0t
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Apéndice B

Guia rapida sobre la representacién
grafica de funciones de una variable real

En esta seccién vamos a dar las directrices basicas para el estudio y representacién

grafica de una funcién real de variable real, f : R — IR.

A tal fin, es conveniente atender al dominio y el recorrido, las simetrias respecto
del origen o del eje de ordenadas, los puntos de corte con los ejes coordenados, las
asintotas y ramas parabdlicas, las regiones por las que pasa o no la curva, los inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, los maximos, minimos y puntos de inflexion,
la concavidad y convexidad; a veces, adicionalmente, resulta interesante estudiar la

existencia eventual de funcion inversa.

B.1 Dominio y recorrido

El dominio de una funcién f(z) consiste en el conjunto de puntos z € IR para los
que esta definida la funcién. El recorrido o imagen consiste en el conjunto de puntos

y € IR para los que existen puntos z € R con y = f(z).

Si se representa graficamente la funcién y = f(z), es obvio que el dominio coincide
con la proyeccion de la grafica sobre el eje de abscisas, mientras que el recorrido viene

dado por la proyeccion de la grafica sobre el eje de ordenadas.

A la hora de determinar el domino de una funcién, hay que respetar tres reglas

basicas:

15
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1. Las funciones radicales pares, %/g(x), estan definidas para valores x con imagen
no negativa, g(z) > 0. Hay que tener cuidado de no exigir esta condicién

para radicales de indice impar, puesto que éstos estdn definidos para nimeros

negativos: v/—1 = —1, por ejemplo.

2. Los logaritmos, log, g(x), estan definidos sobre niimeros estrictamente positivos,

g(x) > 0, independientemente del valor de la base b > 0.

h(z)

3. Las funciones racionales ﬁ estan definidas sobre puntos que no anulan al
g\r

denominador, g(z) # 0.

A veces una funcion presenta un comportamiento ciclico segiin un periodo p, de
modo que f(z) = f(x + p) para todo = del dominio. En este caso, para representar
graficamente la funcién basta estudiar su comportamiento en un intervalo (periodo)
bésico del dominio, para después trasladar el resultado a los demés periodos. Este es

el caso de las funciones trigonométricas elementales.

Ejemplo B.1.1 Dominio de la funcion f: D CIR — R dada por f(x) = %

Como aparece un logaritmo, hemos de restringir el domino a aquellos z € IR que
hacen positiva la entrada del logaritmo, en nuestro caso £ > 0. Pero ademds tenemos
una funcién racional, de modo que hemos de eliminar los ceros del denominador; como
x # 0 porserz>0,ylnz =0siysdlosi, z =1, el dominio de f(z) se reduce a
D={zeR: z2>0yz#1}=(0,1)U(1,00).

Ejemplo B.1.2 Dominio de la funciéon f: D C IR — R dada por f(z) = eV?sn®!

La raiz cuadrada estd definida para valores no negativos, de modo que el dominio
1
vendra dado por D ={z € R: 2senz —1 >0} ={zr € R: senz > 5}, lo que se

traduce en la siguiente unién de intervalos U [§ + 2k, %ﬂ + 2km).
kez
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Ejemplo B.1.3 Dominio de f: D C IR — R dada por f(z) = /In(2cose*)

La exponencial y el coseno tienen dominio en todo IR. El logaritmo estd definido
para valores estrictamente positivos, y la raiz cuadrada para valores no negativos. De
modo que el dominio de f(x) se restringe a valores & que hacen In(2cose”) > 0 (por
tanto, 2cose” > 1) y 2cose” > 0 (condicién incluida en la anterior). Asi, el dominio
viene dado por

D={relR: 2cose” > 1}.

1 s T
Ahora, cose” > 5 & e’ € [—o + 2k, 3 + 2kr], k € Z. Dado que el logaritmo
neperiano solo estd definido sobre valores positivos, el dominio se reduce a la imagen

por la funcién logaritmo neperiano de los intervalos (0, z] U [—g + 2k, g + 2kn|,
kEN
de modo que

D=(-cc,ln2] [ln(—g + 2k7r),ln(% + 2%m)).
|

En cuanto a la determinacién del recorrido de una funcién f(z), serd necesario
estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién en su dominio,
lo que en ocasiones requerira el calculo de varias derivadas. A veces, bastarda con
ir estudiando cémo se va modificando el recorrido a través de los dominios de las
funciones elementales en que se descompone la funcién f(x) dada. Concretamente,
si f(z) resulta de la composicién de las funciones g y h, f(z) = g(h(x)), entonces
el recorrido de f vendra dado por el recorrido de g sobre la imagen de aplicar h al

domino de f.

Tlustramos este procedimiento calculando los recorridos de las funciones anteriores.

—1)3
Ejemplo B.1.4 Recorrido de f : D CR — IR, con f(z) = (xli)
zlnx
El dominio de f era D = (0,1) U (1,00). La funcién es continua en todo su

dominio, por ser cociente de funciones continuas y no anularse el denominador. Por

-1y
otra parte, lim —————

z—1 xlnax
continua en x = 1 definiendo f(1) = 0.

= 0, de modo que la funcién se puede extender de manera
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= 00, basta localizar cudl es el minimo
a0 xlnz Tz xlnp ]
¢ de la funcién, para concluir que el recorrido viene dado por el intervalo [f(c), o).

Determinamos el punto ¢ en el que f(x) alcanza el minimo absoluto:

(o) = 3(z—1zInz — (Inzx +1)(z — 1) _ (z — 1)(2x1nx+lnx—x+1)7

221n’x 221n’

de modo que f'(z) =0si,ysélosi, zr=16g(zr) =2zxlnx+Ilnxr—2x+1=0.

Estudiando el crecimiento de ¢g(z) podemos averiguar cuando es g(z) = 0. Se tiene

que ¢'(z) = 2Inz+2+——1. Necesitamos recurrir a ¢”(z) para ver el comportamiento
2 1 1 1

de ¢'(z). Como ¢"(z) = = — = = — (2 — — ), que es negativa en (0,0.5), se anula
T T x x

para z = 0.5 y es positiva en (0.5,00), resulta que ¢'(x) es decreciente en (0,0.5),

tiene un minimo en z = 0.5 y crece en (0.5, 0c).

Ahora, como ¢'(0.5) = 1.61--- > 0, resulta que ¢'(z) > 0 en (0, 00), de donde g(z)
es estrictamente creciente en todo (0,00). Como g(z) es continua, xlilgl+g(x) = —00
y Ih_)rgo g(x) = oo, segun el teorema de Bolzano g(x) posee un cero, inico por ser
estrictamente creciente. Al ser g(1) = 0, se tiene que x = 1 es el tinico cero de g(z).
Por tanto, x = 1 es el tinico punto en que se anula f’(z). Como ilgr]l f"(z) =2>0,
resulta que f(x) tiene en x = 1 un minimo (que podemos entender como f(1) = 0,
segtin habiamos visto antes). De modo que el recorrido de f(z) es R = (0, 00), o bien

R’ = [0, 00) si entendemos que se puede extender la funcién en x =1 como f(1) = 0.

Ejemplo B.1.5 Recorrido de f: D C IR — IR, con f(z) = eV?*n !

5)
Siendo D = [ J [z + 2k, g7+ 2kr], se tiene que 0 < 2senz — 1 < 1. La funcién
keZ
f(x) tendra por recorrido la imagen por e” de la imagen por /z del intervalo [0, 1],

a saber: R =[1,¢€].
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Ejemplo B.1.6 Recorrido de f: D CIR — R, con f(z) = y/In(2cose*)

El dominio venia dado por

D= (—oo,In 2] |J [In(=2 + 2kr),In(~ + 2k)).
3 kelN 3 3

Para determinar el recorrido, observamos que la funcién resulta de la composicién

de 5 funciones elementales, f(x) = f5(fa(fs(f2(f1(x))))), donde

filz) =€, falx) =cosz, fs(z) =22, fi(z)=Inz y fi(z)= V2

La imagen de f; sobre el dominio D de f viene dada por

mw m m
I, = (0, = —— + 2km, — + 2km|.

1
La imagen de f; sobre I viene dada por Iy = [5, 1]. La imagen de f3 sobre I viene

dada por I3 = [1,2]. La imagen de f4 sobre I3 resulta ser I, = [0,In2]. Finalmente,

el recorrido de f coincide con la imagen de f5 sobre I, que viene dada por

R=1,=0,VIn2

B.2 Simetrias

Cuando una funcién f(x) presenta simetrias respecto del eje de ordenadas o del origen
de coordenadas, el estudio de su representacion grafica se puede reducir a los valores

no negativos del dominio.

Noétese que una funcidn es simétrica respecto del eje de ordenadas 6 par cuando
f(z) = f(—=x) para todo = del dominio; mientras que serd simétrica respecto del

origen 6 impar cuando f(—z) = — f(z) para todo x del dominio.

1
Ejemplo B.2.1 Las funciones —, |z|, cosz son todas simétricas respecto del eje de
x

ordenadas.
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3 y #Va? = |z

Y = COST

\/f

-0.5

-1

Figura B.1: Ejemplos de funciones pares

Ejemplo B.2.2 Las funciones —, x*,senx son todas simétricas respecto del origen.
x
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-4

8
6
4
2

Y =senx

Figura B.2: Ejemplos de funciones impares

A veces es conveniente estudiar la grafica simétrica de f(x) respecto de la recta

y = z, la cual tiene relacién con la funcién inversa de f, z = f~'(y). Este es el caso

1
de la funcién f(z) = — considerada previamente. Sobre este hecho incidimos al final
x

del apéndice.
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B.3 Puntos de corte con ejes

Suele ser particularmente interesante conocer en qué puntos z cruza una funcién f(z)
dada el eje de abscisas, en los que se puede originar (no siempre, desde luego, caso de
2?) un cambio de signo de la funcién. Son los llamados ceros o raices de la funcién,

los 2 del dominio con f(z) = 0.

Hay que tener especialmente cuidado a la hora de determinar los ceros de una

g(z)

funcién racional f(z) = m: si bien es cierto que los ceros de g(z) que estén en el
x

dominio de f(z) constituyen ciertamente, por ende, ceros de f(x); no es, sin embargo,

verdad que todo cero de g(z) sea cero de f(x) (hablamos entonces de ceros de g(z)

que no estdn en el domino de f(z) como funcién racional).

1
Ejemplo B.3.1 Sea la funcion f: D CIR — R dada por s(xz) = w
x

Tiene por dominio de definicion D = IR — {0}, aunque se puede extender de
s(x), six#0

manera continua a todo R definiendo f(z) = { )

, siz =0

Los ceros de f(z) son los de s(z), dado que f(0) =1 # 0. Como funcién racional,
uno trataria de encontrar los ceros de s(z) en funcién de los ceros del numerador,
(x+1)senz, que son x = —1 y x = km, con k € Z. Sin embargo, esto es un error,

porque x = 0 no es un cero de s(z) (ni por tanto de f(z)), puesto que s(z) no esta

1
definida en x = 0, siendo ademds liH(l) w =1#0.
r—

1.5

A AN,
/N

-1

Figura B.3: La funcién no presenta un cero en z =0
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Para determinar los ceros de una funciéon continua, normalmente se recurre al
Teorema de Bolzano y al estudio del crecimiento de la funcién, para determinar hi-
potéticos ceros multiples de multiplicidad n, en los que ademds de anularse la funcién,
se anulan las n — 1 primeras derivadas f(z) = f'(z) = f"(z) = --- = f* (x) = 0,
pero no la n-ésima, f™(z) # 0 (bien es un ntimero real distinto de cero, bien infinito,
o bien no existe tal limite). Este es el caso de la pardbola y = 2, que tiene un cero
doble en x = 0.

En realidad, si f(c) = 0, lim L)nfl =0y lim
r—c (I — C) r—c (I —C

real distinto de cero, bien infinito, o bien no existe tal limite), entonces f(z) tiene un

f(z)

— 7 0 (bien es un nimero

cero multiple en z = ¢ de multiplicidad n. En particular, si n = 1, se habla de cero
simple, y si n > 1 se habla de cero multiple. Geométricamente, un cero miiltiple se
identifica porque el eje de abscisas es tangente a la funcién de dicho punto; de hecho,

a mayor multiplicidad, mayor tangencia en el punto.

Es facil probar que si f(z) tiene en ¢ un cero de multiplicidad n y g(z) tiene en ¢
un cero de multiplicidad m, entonces f(x) + g(z) tiene en ¢ un cero de multiplicidad
f(=@)
g(x)

cero de multiplicidad n — m (suponiendo que n > m). Por otro lad'o, si f(x) tiene en

tiene en ¢ un

min{n,m}, f(z)-g(z) tiene en ¢ un cero de multiplicidad n+m y

¢ un cero de multiplicidad n y g(x) tiene en f(c¢) un cero de multiplicidad m, entonces

g(f(x)) tiene en ¢ un cero de multiplicidad n - m.

Ejemplo B.3.2 Calcular los ceros, incluyendo las multiplicidades correspondientes,
de la funcion f: D CIR — IR dada por

fla) = { (cosz —1)3Inlz|, siz#0

0, six=0

La funcién f(z) es el producto de (cosz — 1)* y In |z|; por tanto, sus ceros son
todos los z € R tales que cosxz = 1y |z|] = 1, esto es, los puntos del conjunto
{—=1,1,2kn}, k € Z. Los ceros x = 1, —1 son simples, puesto que

lim &)
z—+1 p — (:}:1)
Sin embargo, los ceros x = 2k7 son de multiplicidad 6, puesto que

In(2km) .
T £ £ T

r—2kT (x — 2k7r)5 2—2kT (x — 2/{%)6

= —(£)8sen®(0.5) # 0.

400, sik=0
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Noétese que aunque |z| no es derivable en x = 0, y pese a que In |z| no esta definido
en z = 0, la funcién f(z) no sélo esta definida en = = 0, sino que ademds es continua
y derivable 5 veces en dicho punto. Seria conveniente que el alumno comprobara este
hecho por si mismo. En la grafica adjunta se puede observar la tangencia pronunciada

en z = 0 (jmirese los valores de ordenadas!).

y = (cosx —1)%In|z|

-h 0.5 0.5
-0.005
-0.01
-0.015

Figura B.4: La funcidn tiene en el origen un cero de multiplicidad 6

Ejemplo B.3.3 Calcular los ceros, incluyendo las multiplicidades correspondientes,
de la funcion f: D CIR — IR dada por

1 .
z?sen —, six #0
x
0, stx =0
De nuevo, por ser f(z) un producto de dos factores, sus ceros los hemos de buscar

en los ceros de los factores, que son

1
r=0 'y z=_——, parak e Z— {0}

2kn’
1 .
Los ceros x = o k # 0 son simples, puesto que
m
hm f('I,') - _ (71)k+1 7£ 0

z—(2km)"1 T — (2]4’7[’)_
Sin embargo, el cero z = 0 es doble, puesto que

limwzo y ﬂhmf(x)

z—0 : z0 2

Esbozamos a continuacion una parte de la grafica de la funcion.
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. . . /\Av. 'nv’\ . . .
-0.6 -0.4 —o.)i/" V.2 [0.4 0.6
.02

-0.04

-0.06

Figura B.5: Infinitos ceros simples y un cero doble en el origen

Es resenable el hecho de que f'(z) estd definida en todo IR, f'(0) = 0, aunque

f'(z) no es continua en 2z = 0: lim f'(z) = limsen —, que no existe.
z—0 z—0 T

Es un ejercicio recomendable por parte del alumno la comprobacion de que existe
1 1
— —4+2 —, si 0
f'(0) = 0, aunque la gréfica de f'(z) = 8 +arsen 2 O F 7 sea de la
0, siz=0
forma

y = f'(x)

Figura B.6: No es intuitivo, pero la funcién es derivable en el origen
|

En ocasiones también se requiere saber por dénde corta la funcion al eje de ordena-
das, necesariamente en un solo punto, por definicién de funcién: en (0, f(0)). En los
casos de las funciones anteriores, como x = 0 era un cero de ambas, las graficas cor-
taban al eje de ordenadas en el origen. Esto no siembre es asi: la pardbola y = 22 +5

corta al eje de ordenadas en su vértice, sito en (0, 5).
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B.4 Asintotas y ramas infinitas

Las asintotas son rectas a las que se acerca la curva de manera indefinida. Las hay

de tres tipos:

e Verticales, de ecuacién x = c.
e Horizontales, de ecuacion y = n.

e Oblicuas, de ecuacién y = mzx + n.

En realidad, las asintotas horizontales son un caso particular de las oblicuas, donde

m = 0.

Un error comun es pensar que toda funcion tiene un nimero limitado de asintotas.
Nada mas lejos de la realidad: una funcién puede tener un numero indeterminado
de asintotas, desde ninguna (como y = z%), hasta infinitas (como y = tgx, que tiene
asintotas verticales en los puntos = (2k+1)7, con k € Z). Eso si, asintotas oblicuas
(en particular, horizontales) tiene a lo sumo 2: una, cuando x — oo; y otra, cuando

xr — —OQ.

Otro error frecuente es pensar que la gréafica de la funcion no puede cortar a una
asintota: si bien es cierto que, por definicién de funcién, la grafica no puede cortar
nunca a ninguna asintota vertical, si puede cortar a alguna de las (a lo sumo 2)

asintotas oblicuas (en particular horizontales).

Ejemplo B.4.1 Sea la funcion f: D CIR — IR dada por

x?—1

f@) =1+ =71

Esta funcién presenta una asintota horizontal cuando x — —o0o, de ecuacion y = 1,

dado que

x? =1
lim (1
N P P

=1
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Asimismo, presenta una asintota oblicua cuando x — oo, de ecuaciéon y = x + 2,

lim@:1 y lim (f(z) —x)=2

T—=00 T—00

puesto que

20
15

10

20 “10 10 20

-10

Figura B.7: Ambas asintotas cortan a la funcion

Las asintotas verticales se localizan en aquellos puntos o de modo que

lim f(z) = +oc.

$*}$(:]t
Las funciones racionales presentan con frecuencia (aunque no siempre) asintotas ver-
ticales en los ceros del denominador, dependiendo de si el numerador tiene al mismo

punto COmo cero o no.

et —e

T — 2

Ejemplo B.4.2 Sea la funcion f: D CR — IR dada por f(x) =

150
100

50

-2 2 4 6 8 10
-50

-100

Figura B.8: Asintota vertical en x = 2, con limites laterales distintos
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Tal como se muestra en la figura anterior, la funcion presenta una asintota vertical
en r = 2, toda vez que

xT

. et —e . €T —e
lim =-o00 y lim = o0.
2= T — z—2+ r —
|
. . sen
Ejemplo B.4.3 Sea la funcién f: D C R — R dada por f(x) =
x
Esta funcion no tiene ninguna asintota vertical, pues
sen
lim =1.
z—0 I
Mas atn, definiendo f(0) = 1, la funcién pasa a ser continua en todo IR.
-10 W 0
Figura B.9: La funcién carece de asintotas verticales
|

Ejemplo B.4.4 Sea la funcién f: D C R — R dada por f(x) =In|z|

Sin ser una funcién racional, presenta una asintota vertical en x = 0, puesto que

limIn |z| = —oc.
z—0



B.4. Asintotas y ramas infinitas 29

-10 -5 5 10

Figura B.10: Asintota vertical en x = 0, con limites laterales coincidentes
|

Si existe una asintota oblicua y = mx + n cuando x — 400, entonces necesaria-

mente es lim /(@)
r—+oo

=meRyn= Il_l)Iinoo(f(x) —mz) € R.
Las asintotas horizontales son por tanto oblicuas con m = 0.

Si alguno de estos limites no existe, eso significa que en esa direccién no existe

ninguna asintota oblicua.

Ejemplo B.4.5 Analizar el caso de la pardbola x?

2

. x , , .
Puesto que 111}[1 — = #+o00, la parabola carece de asintotas oblicuas (y, por ende,
r—+oo

horizontales).
100
80
60
40

20

-10 -5 5 10

Figura B.11: La pardbola y = 2% carece de asintotas oblicuas

Ejemplo B.4.6 Considérese el caso de la funcion exponencial e®
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La funcién exponencial tiene s6lo una asintota oblicua, que es horizontal, y = 0,

cuando x — —o0, puesto que

xT xT
. e . e
lim —=0 y lim — = oo.
2.5}
2,
1.5
1
o/5t
-10 -8 -6 -4 -2 2

Figura B.12: La funcién e” tiene una asintota horizontal cuando x — —oo

|
. . -, x> —x+2
Ejemplo B.4.7 Analizar el caso de la funcién dada por f(r) = ————
x
22 —x+2 22— 1 +2
De un lado, lim 724- =1y lim (7+ —1xz) = —1. De otro,
T——00 T T—>—00 T
2 —x+2 2?2 —x+2
lim 72+ = 1y lim (7+ —x) = —1. De manera que la funcién
T—00 €T T—00 x
P —x+2
f(x) = ————— tiene dos asintotas oblicuas en la recta y = = — 1.
x

Figura B.13: Dos asintotas oblicuas coincidentes
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2 —1
(r—=2)(er+1)

Previamente, en el Ejemplo B.4.1, se traté la funcién f(z) = 1+

que tiene dos asintotas oblicuas distintas (ver Figura B.7).

Hay funciones, como las anteriores y = 22 e y = €%, que tienden a infinito cuando
x — too pero sin acercarse a una recta (asintota). Este tipo de funciones se dice
que presentan una rama hacia el infinito. Hay diversos tipos de ramas: parabdlicas
(tipicas de y = %), en espiral (tipicas de curvas en coordenadas polares), oscilatorias

propiciadas por funciones periddicas (por ejemplo, y = x - sen ), etc.

Nosotros vamos a centrarnos exclusivamente en las ramas parabdélicas, cuyo nombre

procede de la comparacién con las ramas de la pardbola y = 2.

Si una funcién
y = f(x) crece hacia el infinito en la misma proporcién que lo hace una pardbola de
eje y = mx+n, se dice que f(x) tiene una rama parabdlica de pendiente m. Sim =0
se habla de rama parabdlica horizontal. Sila pendiente es infinito (esto es, la funcién
crece como la pardbola y = 2?), se habla de rama parabdlica vertical. Concretando,

una funcién y = f(r) presenta una:

e Rama parabdlica de pendiente m € IR: si se tiene que lin‘{l f(z) = +£oo,
Tr—>T00

lim M

Jm == =my lim, 100 (f(x) — mz) = £o0.

Este es el caso de y = = + /|z| cuando z — +oc, que presenta una rama

parabdlica de pendiente 1:

Figura B.14: Tiene dos ramas inifitas parabodlicas

En el caso particular de que m = 0 se habla de rama parabdlica horizontal.
Este es el caso de y = In|z| cuando 2 — +oo. El sentido de la horizontalidad

tiene una segunda interpretacion, en el hecho de que, aunque f(z) crece hacia
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el infinito, lo hace siempre de manera progresivamente mas lenta que cualquier
recta de pendiente no nula.

-10 -5 5 10

Figura B.15: La funcién In |z| presenta dos ramas parabdlicas distintas

f(x)

e Rama parabdlica vertical: se tiene que ml_1>1;1Er100 f(z) =400y zl_1>1;1£100 .

Este es el caso de y = e” cuando x — oo. El sentido de la verticalidad tiene una

= +o0.

segunda interpretacion, en el hecho de que, aunque f(z) crece hacia el infinito,

lo hace siempre de manera progresivamente mas rapida que cualquier recta de

pendiente no nula.

Figura B.16: La funcion exponencial presenta una rama parabdlica vertical

B.5 Regionamiento

El regionamiento consiste en el estudio del signo que toma una funcién f(z) en los

intervalos del dominio que determinan los ceros de f(z) y las asintotas verticales; de
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modo que se determina por dénde pasa la gréifica en cada uno de estos intervalos, si
por el rectangulo superior (por encima del eje OX) o el inferior (valores negativos del
eje de ordenadas). Es claro que el signo de la funcién permanece constante en cada
uno de estos intervalos, de ahi que se hable de regiones por las que pasa la funcion o

simplemente regionamiento.

Ejemplo B.5.1 Estudiar el regionamiento de la funcion f : D C IR — R dada por
flz) =

1— 22

Los ceros de f(z), como funcién racional que es, corresponden a los ceros de la
funcién del numerador que estén en el dominio de definicion, D =R — {—1,1}. En

este caso, el tinico cero de la funcién es x = 0.

Por otra parte, f(z) tiene dos asintotas verticales, en los ceros del denominador

(que no son ceros del numerador): v =—-1y 2 = 1.

De modo que la funcién atraviesa cuatro regiones: (—oo,—1), (—1,0), (0,1) y

(1,00). Determinando el signo de la funcién en cada uno de estos intervalos, ob-

1 2
tendremos su regionamiento. Se tiene que f(—2) = 3 > 0, f(—i) = —— <0,

3
1 2 2
f(§) =3> 0, f(2) = —- < 0; asi, la funcién es positiva en (—oo,—1) y (0,1), y

negativa en (—1,0) y (1, 00).
2

Figura B.17: Regionamiento de f(z) = . T 5
—x

IS
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B.6 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y
minimos.

El crecimiento de una funcién f(z) en un punto x = a depende del signo que tome
la derivada primera de la funcién en dicho punto: si f'(a) > 0, entonces la funcién es
estrictamente creciente en a, de modo que si f’ es continua en a resulta que para todo
x,w en un entorno suficientemente pequeno (a — d,a + J) se tiene que x < w implica
f(z) < f(w); por el contrario, si f'(a) < 0, entonces la funcién es estrictamente
decreciente en a, de modo que si f’ es continua en a resulta que para todo x, w en un

entorno suficientemente pequeno (a—d, a+9) se tiene que x < w implica f(z) > f(w).

Es conveniente incidir en el hecho de que si f’ no es continua en a, por mucho que
f sea creciente (o decreciente) en dicho punto, puede ocurrir que f no mantenga este

crecimiento en ninguin entorno de a.

x 9 r
z - 0
Ejemplo B.6.1 Sea la funcidn g(x) =4 2 asen : 7
0 sixz =0
g . _ , 1 | 1
La funcién es derivable en IR — {0}, siendo ¢'(z) = 2 + 2z sen — — cos —. Es
. . !
evidente que ﬁalglg(lj g (z).
0.04
0.02
0.1 -0.05 0.05 0.1
-0.02
-0.04

Figura B.18: Alrededor del origen no hay un crecimiento mondtono

No obstante, la funcion es derivable en el origen, siendo

vy e () —g(0) 1 1
9(0) = Jim === == = lim(5 +hsen3) = 5.
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Como ¢'(0) > 0, la funcién es estrictamente creciente en z = 0. Aun asi, en cualquier

entorno de z = 0 no se mantiene este comportamiento, puesto que liH(l) ¢ (x) rellena
T—r

w

1
el intervalo comprendido entre —5 Y5

N}

Por otra parte, si f'(a) = 0 6 no existe f'(a), la funcién puede tener en a un
extremo local (méximo o minimo), un punto de inflexién, o un punto de crecimiento
dudoso; para determinar el comportamiento en el punto en cuestién basta estudiar

como se comporta la funcién en sus alrededores.

Maés concretamente, si f’(a) = 0y la primera derivada no nula en a es de orden
par, digamos f'(a) = -+ = f* Y(a) = 0, f?*)(a) # 0, entonces la funcién tiene en
a un maximo local si f?¥)(a) < 0 y un minimo local si f?*)(a) > 0. En caso de que
f'(a) == f>(a) =0, f>*Y(a) # 0 (i.e. f'(a) =0y la primera derivada no nula
en a es de orden impar), entonces la funcién tiene en a un punto de inflexion, en el

que la funcién cambia su cardcter céncavo/convexo.

Otra posibilidad que no requiere el calculo de mas funciones derivadas consiste
en analizar si el signo de la derivada primera de la funcién cambia a ambos lados de
x = a: de ser asi, en x = a hay un extremo local (maximo si f'(a”) >0y f'(a™) <0,

minimo si f'(a”) < 0y f'(a™) > 0); en otro caso, un punto de inflexién.

Ejemplo B.6.2 Sea la pardbola definida por f(z) = x?

100
80
60
40

20

-10 -5 5 10
Figura B.19: La pardbola tiene un minimo absoluto en su vértice

Tiene un solo extremo, que es minimo (absoluto) en = = 0: f'(z) = 2z (que
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se anula sélo en z = 0) y f"(x) = 2 > 0 para todo x (en particular para z = 0).
Adicionalmente, f'(07) <0y f'(0%) > 0.

Ejemplo B.6.3 Analizar el comportamiento de la funcion f(x) = 2*

La funcién f(x) = 2% no tiene extremos locales, pero si un punto de inflexién en
x = 0: f'(z) = 32% sélo se anula en z = 0; f"(x) = 62, de modo que f"(0) = 0; y
f"(x) =6 > 0 para todo x, en particular para x = 0. Adicionalmente, f'(07) >0y
J1(07) > 0.

N Oy

-2
-4
-6

-8

Figura B.20: La funcién f(z) = 2® tiene un punto de inflexién en el origen

1
Ejemplo B.6.4 Considerar el caso de la funcién f(x) = xsen— siz #0y f(0) =0
x

1 1
Esta funcién es derivable en IR — {0}, con f'(z) = sen — — — - cos —, y no tiene

x
. @10 |

erivada en x = 0, dado que lim —————= = lim sen — no existe. Por otra parte,

z—0 x—0 z—0 T

la funcién presenta un nimero infinito de extremos locales (maximos y minimos) en
cualquier entorno del punto z = 0, y por este mismo motivo, en z = 0 (donde no
tiene derivada definida) presenta un punto de crecimiento dudoso (la funcién ni crece,
ni decrece, ni tiene un punto de inflexién: a ambos lados de x = 0, la funciéon toma

indistintamente valores mayores y menores que f(0)).
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0.2

R v/\)"«\'ﬂﬁ“uﬂ\/ o :

Figura B.21: En el origen no hay crecimiento definido

B.7 Concavidad, convexidad y puntos de inflexién

El cardcter concavo o convexo de una funcién en un punto se refiere a la posicién
relativa de la grafica de la funcién con respecto de la recta tangente a la curva en el
punto dado: si la funcién toma valores mayores que la recta tangente en un entorno
del punto z = a se dice que es céncava en a; por el contrario, si la funcién toma

valores menores que la recta tangente en un entorno de x = a se dice que es convexa

en a.
x? es concava erzll todos sus puntos -x? es convexa e121 todos sus puntos
3
2 1 2
1
-2 -1 1 2
/)

Figura B.22: La posicion relativa respecto de la recta tangente es crucial

Este comportamiento se puede traducir de manera analitica mediante el estudio
del signo de la segunda derivada: si f”(a) > 0, entonces f’(z) es creciente en z = a'y
f(z) estd por encima de su recta tangente en a, de modo que f(z) es concava en a;
en el caso de que f"(a) < 0, entonces f'(x) es decreciente en z = a y f(z) estd por
debajo de su recta tangente en a, de modo que f(z) es convexa en a. En los ejemplos

anteriores, f(x) = 2? tiene por funcién derivada a f'(z) = 2z y por derivada segunda
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a f"(z) = 2 > 0 para todo x. Por otra parte, f(z) = —z? tiene por derivada segunda
a f"(r) = —2> 0 para todo .

En aquellos puntos a en los que f”(a) = 0 (independientemente de que f'(a) sea
nula o no) puede haber un punto de inflexién, a expensas de que el signo de f"(z)

cambie a cada lado de = = a, o equivalentemente, f"(a) # 0.

Ejemplo B.7.1 Considerar una vez mds el caso de la funcién f(z) = x*

La funcién f(z) = 23, estrictamente creciente en todo IR (f'(x) = 32% > 0 para
todo = € RR), es convexa en (—o0,0), concava en (0,0c) y tiene por tanto un punto

de inflexién en z = 0. De hecho, f”(x) = 6z se anula en x = 0, mientras que
f"(0) = 6 # 0; también, f"(07) <0y f"(07) > 0.

8
6
4
2

-8

Figura B.23: Pasa de convexa a céncava en el punto de inflexién
|

Por tltimo, hemos de destacar que para que en = a haya un punto de inflexién,
no siempre es necesario que f”(a) = 0: a veces, una funcién tiene un punto de inflexién

en puntos en los que la funcion tiene derivada segunda.

Ejemplo B.7.2 Sea la funcion f(x) = {/(x + 2)?

En el punto = —2, pese a no admitir derivada (tiene pendiente infinita en dicho

punto), presenta un punto de inflexién.

En efecto, la funcién se puede extender de manera continua definiendo f(—2) = 0.

4
Ademds, f"(z) = ——————, de modo que f"(—27) >0y f"(—2%) <.
= ane f1(-27) > 0y f(-27)
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L
1
0.5
2
-0.5
-1

Figura B.24: Punto de inflexién en el que la funcién no es derivable

B.8 Funcion inversa

No todas las funciones admiten una funcién inversa. Para que ello sea posible, cada
valor del dominio tiene que poseer una imagen distinta a las de los deméas puntos del
dominio: dicho de otro modo, x # w implica f(z) # f(w). En definitiva, la funcién

tiene que establecer una biyecciéon del dominio a la imagen.

Este es el caso de las funciones trigonométricas periédicas, tales como sen x, cos x,
tgx, etc. Para poder considerar funciones inversas de éstas, hay que reducir el dominio

de definicion a algin intervalo bésico en el que no se repita ninguna imagen; por
s

T
—5» 5| parasens, intervalo [0, 7| para cos z, intervalo [0, 7) para

ejemplo, intervalo

tgx, etc.

Gréficamente, es facil determinar cudndo una funcién y = f(z) admite una funcién

inversa z = f~'(y), y en caso afirmativo, cudl es la grafica de dicha funcién inversa.

sen x y arcsen xX

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

Figura B.25: El seno y el arcoseno son simétricas respecto de y = =
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CoOs X Y arccos X

3

-1

Figura B.26: El coseno y el arcocoseno son simétricas respecto y = x

tg x y arctg x

4

Figura B.27: La tangente y el arcotangente son simétricas respecto y = x

Basta observar que si (z, f(z)) es un punto de la grafica de y = f(z) y f(z)
admite funcién inversa f~!, entonces (f(x), ) es un punto de la gréfica de la funcién
r = f7'(y). En definitiva, la grafica de f~! es la simétrica de la gréifica de f(z)

respecto de la bisectriz del primer cuadrante, y = .

B.9 Transformaciones de una grafica

Una funcién se puede someter a transformaciones de traslacién, estiramiento, com-
presion y reflexién.
Sic>0:

1. La grafica de y = f(x 4 ¢) consiste en trasladar la grifica de y = f(z) horizon-

talmente en ¢ unidades a la izquierda.
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2. Analogamente, la grafica de y = f(z — ¢) consiste en trasladar la grifica de
y = f(x) horizontalmente en ¢ unidades a la derecha.
3. La gréfica de y = f(x) + ¢ consiste en trasladar la grafica de y = f(x) vertical-
mente en ¢ unidades hacia arriba.
4. Andlogamente, la grafica de y = f(z) — ¢ consiste en trasladar la grafica de
y = f(x) verticalmente en ¢ unidades hacia abajo.
y=ftx)+c
y=fxtc) : y=fx) y=fx-c)
~
y=fx)-c
Figura B.28: Traslaciones a las que se puede someter una funcion
|
Sic>1:
1. La grafica de y = ¢- f(x) consiste en estirar la grafica de y = f(x) verticalmente
en un factor de c.
) ) fl) . - ) B
2. Andlogamente, la gréafica de consiste en comprimir la grafica de y = f(x)
verticalmente en un factor de c.
3. La grafica de y = f(cx) consiste en comprimir la grafica de y = f(x) horizon-
talmente en un factor de c.
x
4. La grafica de y = f(=) consiste en estirar la grafica de y = f(x) horizontalmente
c
en un factor de c.
5. La grafica de y = — f(x) consiste en reflejar la grafica de y = f(x) respecto del
eje OX.
6. La grafica de y = f(—=x) consiste en reflejar la grafica de y = f(x) respecto del

eje OY.
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e AN
v

Figura B.29: Transformaciones de f(x) por reflexiones y estiramientos



