Capitulo 3

Aproximacion de funciones por polinomios

3.1 Foérmula de Taylor para funciones de una va-
riable

Como de todos es conocido, los polinomios son funciones muy féaciles de estudiar -por
ejemplo, son faciles de evaluar, de derivar, integrar, etc-. Por este motivo a lo largo
de la historia ha sido grande el interés por tratar de “aproximar” algunas funciones

por polinomios.

Supongamos por ejemplo que queremos obtener el valor aproximado de /e = %!,

T en el

Es decir tratamos de obtener el valor aproximado de la funcién f(z) = e
punto x = 0.1, cercano al punto x = 0. Para ello trataremos de encontrar polinomios
cuyo comportamiento, en las proximidades del origen, sea similar a f(z) = e®. La
Figura 3.1 muestra una representacién grafica de las funciones f(x) = e* y los

2 2 ° 3
polinomios Py(z) =1, Pi(z) =1+z, Py(x) =14z + % v Py(z) =1+x+ % + %

El polinomio Py(z) = 1 esta representado por una recta horizontal que pasa por
el punto P(0,1), por lo tanto el polinomio Py(x) toma en z = 0 el mismo valor que
la funcién y = f(x) y decimos que ambas funciones tienen un contacto de orden 0 en
el punto P(0,1).

El polinomio P;(z) = 14 representa la recta tangente a la funcién en dicho punto
y por tanto en el punto P(0, 1) coinciden, ademds de los valores de las funciones f(z)
y Pi(z), los valores de sus derivadas. Por este motivo decimos que ambas funciones

tienen en el punto P(0,1) un contacto de orden 1.
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98 3. Aproximacion de funciones por polinomios
¥
1
| y=1+x+52/2+x3/6
y=1+x+x2/2
y=1+x
:
. -

Figura 3.1: La funcién f(z) = e” aproximada por polinomios.

2

El polinomio Py(z) =1+ z + % representa una parabola que pasa también por
dicho punto P(0,1). Esta funcién Py(x) tiene, en el punto P(0, 1) el mismo valor que
f(z), coincidiendo también sus dos primeras derivadas con las de la funcién f(z) en

dicho punto. Se trata entonces de un contacto de orden 2.

Por el mismo motivo diremos que el polinomio Ps(z) y la funcién f(z) tienen un

contacto de orden 3 en el punto P(0,1).

Estos polinomios se conocen con el nombre de polinomios de Taylor de la funcion

y =¢e" en el punto P.

De una forma general, si una funcién es suficientemente regular en un punto a,
en tanto en cuanto admite varias derivadas sucesivas en el punto, se la va a poder
aproximar en un entorno suficientemente pequeno del punto mediante polinomios
expresados en potencias de (z — a), llamados polinomios de Taylor o desarrollos

limitados de Taylor, de manera que cuando aumenta el grado mejora la aproximacion.

Concretamente, si f(x) es una funcién n + 1 veces derivable en un entorno del
punto a € R (o simplemente n + 2 veces derivable en el punto a), se llama polinomio
de Taylor, o desarrollo limitado de Taylor, de orden n de f(x) en z = a y lo repre-
sentaremos por T, (f,a)(z) al inico polinomio P,(x) de grado menor o igual que n,

que verifica:
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Pu(a) = f(a), Py(a)=f'(a), PJa)=f"(a), ... , P{"(a)=f"(a)

I Este polinomio viene dado por la expresién

F@) gy 20 gy £0)

Ta(f.a)(@) = fla)+ 1 ) 3

(z—a)+

Cuando no haya lugar a confusién lo denotaremos por T,(z), en lugar de

To(f, a)(x).

En el caso particular en que el punto en cuestién sea el origen x = 0, el polinomio
de Taylor recibe el nombre de polinomio de MacLaurin. Por lo tanto el polinomio de

MacLaurin de orden n de una funcién f(z) sera:
")

f,1(!0)“f”2(!0)x2+ TR

T.(f,0)(x) = £(0) +

Ejemplo 3.1.1 Dada la funcion f(x) = e®, obtener su polinomio de Taylor de tercer

grado en x = 0.

Las derivadas de la funcién f(z) = e”, asi como sus valores en el origen son:

Por lo tanto el polinomio de Taylor pedido sera

.T2 1‘3 1‘2 .T?’

Dada una funcién f(x), su polinomio de Taylor en un punto a aproxima entonces
a la funcién en las proximidades de dicho punto. De hecho cuanto mayor es el grado
del polinomio, mayor es el grado de aproximaciéon. Este hecho queda de manifiesto

en el siguiente teorema:

'La existencia y unicidad del polinomio de Taylor de una funcién en un punto constituyen el
Teorema de Taylor.
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Teorema. Dada una funcién f(x), n+ 1 veces derivable en un entorno del punto

x =a,y sea T,(f,a)(x) su polinomio de Taylor de orden n, entonces

i 10) = Ta(f )(@)

r—a (x J— a)n

=0
Este resultado nos permite afirmar que f(z) — 7, (f,a)(z) es un infinitésimo de
orden al menos n + 1, en el punto a, es decir f(z) — T, (f,a)(z) = O((z — a)"™).

Por lo tanto podemos afirmar que el polinomio de Taylor aproxima a la funcién,

en un entorno de f(z), y cuanto mas pequeno es el entorno, mejor es la aproximacién:

fll(a)
2!

(x—a)Q—i-@(x—a)?’ﬂL---ﬂL

——(r—a)+

Si tomamos como valor de f(z) el valor dado por su polinomio de Taylor verdade-
ramente estamos obteniendo una aproximacion del valor verdadero de la funcion. El
error cometido por dicha aproximacion, que también dependerd de z, se conoce con

el nombre de resto de Taylor de orden n de f(z) en z = a:

Rn(f, a)(x) = f(ib') - Tn(fa a)(x)

Légicamente no existe una expresion elemental para este resto, independiente-
mente de la funcién considerada. No obstante existen algunas expresiones que nos
permitiran acotar este resto y por tanto tener algiun control sobre el error cometido
cuando utilizamos polinomios de Taylor para aproximar funciones. Una vez conside-
radas estas expresiones, la férmula que permite expresar, de forma “exacta”, el valor
de f(z) en funcién de su polinomio de Taylor con el correspondiente resto, recibe el

nombre de formula de Taylor de la funcidn:

o de una forma més escueta (si no existiera ambigiiedad)
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f"(a)

n!

f'(a)
1!

fll(a)
2!

(x—a)®+- -+ (x—a)"+R,(x)

f(x) = To(z)+R(2) = fa)+— (x—a)+

Una expresion del resto, llamada forma infinitesimal del resto, viene dada por el

teorema previamente demostrado: R,(x) = O((z — a)"*!). Entonces

"(a "(a ™) (q
f(x) :f(a)+¥(x—a)+f2—(!)(x—a)2+---+f n'( )(x—a)"+0((x—a)"+1)

Ejemplo 3.1.2 Los desarrollos de Mac Laurin mds usuales son:

2 3 n
a) Para x € R, e‘”:1+x+%+%+...+%+0(xn+1)_
5

I T T e £ Y I i n+2
b) Para v € R, senz = x r+Er T+ + (1) (2n+1)!—|—0(x ).
2 4 2n
¢) Parax € R, cosz =1~ G+ Iy + -+ + (—1)”(32571)! + O(z® ).

2 3 4 n
d) Para x> —1,In(1+2z)=x— % + % - %— 4t (1) - O (2™,

e) Para x> —1, (1 +x)* = l—i-%x—i— a(a2!— 1)x2+---+ a"'(an_!n+1)x”+
O(xn—l—l).
Queda resuelto en el boletin de problemas resueltos. n

A la hora de determinar el desarrollo de Taylor (con resto en forma infinitesimal),
con frecuencia resulta ttil utilizar alguno de los desarrollos conocidos de algunas
funciones. En particular, consideremos sendas funciones f(z) y g(x), y los polinomios
de Taylor de orden n en un punto a a ellas asociados, p,(x) y ¢,(z), respectivamente.

Entonces:

e El polinomio de Taylor de orden n en a de A f(x)+ ug(x), con A\, u € R, resulta
s A () + 1 Gu ).

Ejemplo 3.1.3 Calcular los polinomios de Taylor s,(z) y ¢,(x) de orden n en

x =0 del seno y del coseno hiperbélicos (funciones que vienen definidas como

senh x = # y coshx = #}.
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Estos polinomios los podemos calcular en funcién del polinomio de Taylor
2 3 n
pn(x) =1+ %[ + %r + %r +-- 4 %r correspondiente a e* = p,(z) + O(z" ).

Asi, el polinomio de Taylor del seno hiperbdlico resulta ser

—1
. . |2 .
2 2i41
() P ( Cl& e = (-2) 1 2
sp(x) = — - i :
2 T2 ; ! 2 g (20 + 1)!
D h 7 2 A O(gm+!
sto es, sen x_x+§+a+“'+(2w_1j+1)!+ (™).
2
Del mismo modo, el polinomio de Taylor del coseno hiperbdlico resulta ser
pa(®) | Pn ( 1 2”: ! + —z)t 1 5 2%
co(T) = = + — - :
! 2 2 1=0 ! 2 i=0 (22)'
E h z? |z «TQL%J O (271
sto es, cos x_1+7+ﬂ+-”+(2L%J)+ (z"+h). -

El polinomio de Taylor de orden n en a de f(z) - g(z) coincide con el resultante

de prescindir en p,(x) - g,(z) de los términos de grado mayor que n.

Ejemplo 3.1.4 Calcular el polinomio de Taylor de grado 3, en x = 0, de

efcosz.

El polinomio de Taylor ¢3(z) de e’” cosz en x = 0 queda determinado por los
22 o3 2
polinomios de Taylor p3(z) =1+ 1, + 2, + 3, ycs(xz) =1— % de €* y cos,

respectivamente.

Asi, el desarrollo de Taylor de e” cosz de grado 3 en x =0 es

ts(z) + O(a") = (ps(x) + O(a")) - (es() + O(a")) =
=14+ 5o~ 5 HOE) = 14— T 00
]

f(x)

Si g(a) # 0, el polinomio de Taylor de orden n en el punto a de la funcién o(2)

viene dado por el cociente que se obtiene al dividir p,(x) entre g,(z), segin las

potencias crecientes, hasta el grado n inclusive.



3.1.

Formula de Taylor para funciones de una variable 103

Ejemplo 3.1.5 Calcular el desarrollo de Taylor de orden n de la funcion ﬁ

en x = 0.

Este desarrollo se puede obtener a partir de los desarrollos de 1 =1 + O(z" ™)
yl—z=1—x+0(""), paran > 1.

De hecho, 1/(1—2z) =14z +2*+---+ 2"+ O(2"™!). Este desarrollo también
se podria haber obtenido a partir del de (1 + x)® tomando —z en lugar de = y
a=—1. [ |

Ejemplo 3.1.6 Obtener el desarrollo de orden 7 de la funcion tgx.

Podemos considerar el desarrollo de tgx = 2%%% de orden 7 en x = 0, en funcién
1 1 _ 3 | b n_ O (£27+2
de los desarro osdesenx—x—§r+§r—---+(—1)m—l— (x*"+2) y
2 4 2n
cosz =1 —gr+yr =+ (_1)n(325n)| +O0(a>*).

1 _x z®  a
Los desarrollos de orden 7 de SENT Y gpsz SON SenT =T — =+ 95 — 5070 T

O@®) y o =1+ % i —4— Q%i + O( %); de modo que el desarrollo de

cosT
orden 7 de tgz queda sen 1 - colsx =+ “% + 21:% + 1371“% + O(z®). u

Supuesto que ¢,(z) es el desarrollo de g(x) en f(a), la funcién g o f admite
desarrollo limitado de orden n en a, dado por el polinomio que se obtiene al

prescindir en g o p de los términos de grado mayor que n.
Ejemplo 3.1.7 Obtener el desarrollo de orden 5 de €“*" en x = 0.

Como el desarrollo que conocemos de e* es en x = 0, necesitamos que el ex-

57 gea (0. Dado que en el punto a tomar el desarrollo (x = 0) es

l14cosxz—1

ponente de e

cosx = 1, tomamos e“®* = e =e-e“%""! de modo que cosxz — 1 vale

0 en z = 0. Asi, tomando f(x) = cosx — 1y g(x) = e” vamos a desarrollar en

cosz—1

x = 0 la composicién go f(z) =e . El desarrollo buscado sera el producto

del anterior por e.

2 .3 4 5 2 4
Como e* = 1+x+%+%+%+1x70+0(x6)ycosx—l = —%+%[+O(x6);

se sigue de manera inmediata el desarrollo

. ozt 1 2 af 2 6
e :1+<—3+ﬂ+0( )>+§<—3+ﬂ+0( )) +O0(a°) =
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e A 2?7t
= 1 —_ JE— J— O 6 — 1 o - O 6Y.
5 + 21 + 3 + O(2”) 5 + G + O(2°);
de modo que el desarrollo buscado es ¢** = ¢ — 5a? + £ + O(°). u

Légicamente la forma infinitesimal del resto no nos permite tener una idea de su
valor aproximado. No obstante existen otras expresiones para el resto de Taylor que

si nos permiten aproximar su valor. Una de estas expresiones es la siguiente:

Férmula de Taylor con resto de Lagrange: Si la funcién f(x), y sus primeras
n derivadas f'(z),..., f™(z), son continuas en un entorno F(a,§) de a, y existe la
derivada de orden n + 1, f™*1 en dicho entorno, entonces para cada = € E(a,d)
existe un valor intermedio £ € (a,z) (0 £ € (x,a) dependiendo de que z > a 0 = < a,

respectivamente), de forma que

f(x) = To(f;0) (@) + Bu(f, 0)(2) =

f"(a 2 f(n)a
(CI LG

— f@)+ P

siendo

Ry (f,a)(x) =

Es decir, la férmula de Taylor con resto de Lagrange sera:

f(x)zf(a)+f'1(!a)(x—a)+f';(!“)(x_a)u...
(n)a (n+1)
..+fn!( )($_a)"+fT!(§)(x—a)”“, §E(a,x) [é §E(x,a)]

En el caso particular en que el punto sea x = 0, obtendremos la féormula de

MacLaurin con resto de Lagrange:

fl1(!0)x+f”2(!0)x2+"'+ R —

Ejemplo 3.1.8 Los desarrollos de Mac Laurin, con restos de Lagrange, de las fun-

ciones mds usuales son:
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v _ a? ot at et
a) Parax € R, e* =1+ 1z + or + 37 + —l—n!+(n+1)!,szend056(0,x).

— _SU_3 33_5 e (— n4x2n+1 _1\n+1 cos & 2n+4-2
b) Parax € IR, senx = x s HETt +(-1) (2n+1)!+( 1) 7(2n+2)!x ;
siendo € € (0, ).

2 4 sen
¢c) Parax € R, cosw =1~ Gy + G + -+ (=1)" 75 Pt (—1)”+1(2n7_i_§1)!x2”+1,
siendo & € (0,x).

2 4 n
d) Para x > —1, In(l + z) = x—%—i—%—%——l—---—i—(—l)”“%—i—

(—1)m T lf(nfi gy siendo & € (0, ).

a...(a—n+1)xn+

1l 2771) T nl
ala—1)- (@ —n)(+ 1)t (nxj:ri), , stendo & € (0, ).

e) Para x > —1, (1+x)°‘:1+gx+a(a

Esta forma del resto es mas dificil de obtener, no obstante nos permitira tener una
idea del error cometido cuando si tomamos como valor aproximado de la funcién f(z)
en un punto, el valor T, (f,a)(x) de su polinomio de Taylor en dicho punto. Veamos

un ejemplo:

Ejemplo 3.1.9 Obtener valores aprozximados de cos1 y de cosb, utilizando polino-
mios de Taylor de distinto grado en x = 0, acotando el error cometido con cada uno

de ellos.

Recordemos que el desarrollo de MacLaurin de la funcién f(x) = cosx en el origen,

con resto de Lagrange, es:

x? Jf4 :L,Zn

p— _— — _— ... —_ n
cosz =1 gt t +(—1)

SeNC g
(2n +1)! ’

+ (=)™t siendo ¢ € (0, z)

Entonces si queremos obtener el valor de f(1) = cos1, y para ello utilizamos el
valor del polinomio de MacLaurin T,,(f,a)(1), el error cometido vendrd dado por el

resto de Taylor:
el = 1f (1) = Ta(f, a)(1)] = | Ra(1)]

Veamos estos valores para polinomios de distinto grado:
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1. Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden 2 tendremos
1
f(1)y=cosl=1- 5t segc, para ¢ € (0,1)
de modo que cos1 ~ 0.5, con un error £ = Eg—c, y por tanto acotado por
le] < 5—6161—1 < 0.1402452, al ser |senc| < sen1 para ¢ € (0,1). De este modo,
T5(1) no garantiza en principio ninguna cifra decimal exacta.
2. Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden 2 tendremos
1 1 sen c
1) = l=1—-=-4+—— —, € (0,1
f(1) = cos 2+24 907 P2 ¢ (0,1)
de modo que cos1 >~ 0.541666 . . ., con un error € = —Sle—éloc, y por tanto acotado
por |e] < 516301 < 0.00701226, al ser |senc| < sen1 para ¢ € (0,1). Asi, T4(1)
aproxima a cos 1 al menos con dos cifras decimales exactas.
3. Si el polinomio de Taylor es de orden 6:
1 1 1 sen c
1) = l=1-=-+———+4+—, € (0,1
J(1) = cos >t 51 " 720 T soa00 PR c€(0L)
de modo que cos1 ~ 0.5402777..., con un error £ = %%%8, y por tanto acotado
por |g] < %%%—% < 0.00016696, al ser |senc| < senl para ¢ € (0,1). En esta
ocasion, Tg(1) aproxima a cos 1 al menos con 3 cifras decimales exactas.
4. Por ultimo, si el polinomio es de orden 8:

1 1 1 1 sen c
=coslml— = — — — _
f(1) = cos 5721 720 T 10320 ~ 362880’

para ¢ € (0,1)

de modo que cos1 ~ 0.540302579365079..., con un error ¢ = —% aco-
tado por |g] < % < 0.0000023189, al ser |senc| < senl para ¢ € (0,1).

Finalmente, T3(1) aproxima a cos 1 al menos con 5 cifras decimales exactas.

De hecho, cos1 = 0.5403023058681397174 ..., y la aproximacion obtenida es

buena.

En cambio, si pretendemos aproximar el valor de cosd con los mismos polino-

mios, el resultado probablemente no sea igual de satisfactorio, dado que 5 no esta

suficientemente préximo al punto en el que estamos desarrollando (a = 0).
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1. f(5) =cosb = py(5) + %53, para ¢ € (0,5); de modo que cosb ~ —11.5, con

un error £ = %senc acotado por |g| < % < 20.84, al ser |senc| < 1 para

c € (0,5). De este modo, la aproximacién no es nada fiable.

2. f(5) = cosh = p4(5) — Sf§10655, para ¢ € (0,5); de modo que ahora la apro-

ximacién serda cosb ~ 14.541666..., con un error £ = _5%10055 acotado por

le] < 3%385 < 26.042, al ser |senc| < 1 para ¢ € (0,5). De nuevo, la estimacién

no es adecuada, por la incertidumbre que da la acotacién del error.

3. f(5) = cosd = pg(5) + %21—857, para ¢ € (0,5); de modo que ahora la apro-
ximacién serd cosb ~ —7.1597222..., con un error £ = %—857 acotado por

le] < %1%5 < 15.501, al ser |senc| < 1 para ¢ € (0,5). En esta ocasién, la

acotacion del error vuelve a exceder lo razonable.

4. f(5) = cosb = ps(b) — 3—56%118—86—059, para ¢ € (0,5); y serd cosb ~ 2.5283978.. .,
con un error £ = —3—%%98—80—059 acotado por || < %%3818%% < 5.3823, al ser
|senc| < 1 para ¢ € (0,5). Esta tltima es la menos mala de entre todas las
aproximaciones realizadas, pero en ningin caso es satisfactoria, dado que por

todos es sabido que el coseno oscila entre 1 y —1, y la aproximacion que se
maneja es de 2.5283978. ..

En verdad, cosb = 0.28366218546322626447 ..., v lo que se tendria que haber

hecho es desarrollar por Taylor la funcién coseno en un punto préximo a x = 5 (por

ejemplo z = STW’ para garantizar la bonanza de las aproximaciones. [ |

3.2 Aplicaciones de la férmula de Taylor

3.2.1 Aplicacidon al calculo de valores aproximados

Hemos estudiado anteriormente cémo podemos utilizar la formula de Taylor para el

calculo aproximado de valores de una funcién. No obstante veamos otro ejemplo:

Ejemplo 3.2.1 Utilizando desarrollos de MacLaurin, indicar el nimero de términos

necesarios para obtener el valor de \/e con un error menor que 1073,



108 3. Aproximacion de funciones por polinomios

El desarrollo de MacLaurin de f(x) = €® de orden n, con resto de Lagrange, viene
dado por

2 x3 n

T __ il i x_ n+1
e—1+x+2!+3!+...+n!+(n+1)!x , c€(0,z)

Si utilizamos un polinomio de MacLaurin P,(z) de orden n, el error cometido al
aproximar /e = e'/2 por P,(1/2) serd |R,(1/2)|. Entonces

e’ 1
R,(1/2)| = |z, 0,5
Entonces
66
R,(1/2)| = 1073
| ( / )| on+1 (n+1)! < on+1 (n+1)! <

Hemos de encontrar el menor valor de n que hace 2! (n + 1)! > 3000, es decir
n =4, ya que 2% - 4! = 384 y 25 . 5! = 3840.

Por lo tanto el valor aproximado de /e dado por P4(%), siendo

1‘2 $3 1‘4
P4(x):1+x+§+§+z

comete un error menor que 1073, Este valor serd

1 11 1 1 2m
NP (2) =14 o d o b — b = — 16484
Vem i) =14 g+ g ot 5g] = 1o — LO4BATS

3.2.2 Aplicacion al estudio local de una funcién

El desarrollo de Taylor de una funcién en un punto permite leer de manera inequivoca
cudl es el comportamiento de la funcién en el punto (si es creciente, decreciente, tiene

un extremo o un punto de inflexién), en funcién de la primera derivada no nula.
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Es de comiin conocimiento que el crecimiento de una funcién f(z) en un punto
x = a depende del signo que tome la derivada primera de la funcién en dicho punto:
si f'(a) > 0, entonces la funcién es estrictamente creciente en a, de modo que, si
f'(x) es continua, para todo x, w en un entorno suficientemente pequeno (a — 6, a+9J)
se tiene que z < w implica f(z) < f(w); por el contrario, si f'(a) < 0, entonces la
funcién es estrictamente decreciente en a, de modo que, si f'(x) es continua, para
todo x,w en un entorno suficientemente pequeno (a — d,a + J) se tiene que z < w
implica f(z) > f(w). Si f'(a) = 0 6 no existe f'(a), la funcién puede tener en a un
extremo local (maximo o minimo), un punto de inflexién, o un punto de crecimiento
dudoso; para determinar el comportamiento en el punto en cuestiéon basta estudiar

cémo se comporta la funcion en sus alrededores.

Es en el caso f'(a) = 0 en el que el desarrollo de Taylor desempenia un relevante

papel.

El procedimiento general dice que si f’(a) = 0 y la primera derivada no nula en
a es de orden par, digamos f'(a) = -+ = f?»"U(a) = 0, f*"(a) # 0, entonces la
funcién tiene en @ un méximo local si 2™ (a) < 0 y un minimo local si f?™(a) > 0.
En caso de que f'(a) = 0 y la primera derivada no nula en a sea de orden impar,
f'a) =+ = f2(a) = 0, f*»*Y(a) # 0, entonces la funcién tiene en a un punto de
inflexion, en el que la funcién cambia su cardcter concavo/convexo. En caso de que
todas las derivadas sean nulas en a, este método no aporta informacién, y hay que

estudiar el crecimiento de la funcién en un entorno de a.
Veamos la explicacién de este hecho.

Supongamos que k es el orden de la primera derivada no nula de f(x) en el punto

a. Entonces, el desarrollo de Taylor de f(z) en a de orden k resulta ser

(g
f@) = F@) + D e - a)f + 0@ - @)

de modo que f((i)__aj;ga) = f’“])f(!a) + O((x — a)*1); de donde

li =
2 (x — a)k k!

. . . a .
y por tanto “—————* tiene el mismo signo que FI— en un entorno E suficiente-
— Qa .

f(x) = f(a)
(z —a)

mente pequeno de a.
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Asi, si k es par, digamos k = 2n, se tiene:

e Si f?™(a) > 0, entonces fgx) a{( a) > 0 en F, de donde f(z) — f(a) > 0 en
dicho entorno; es decir, f(x) > f(a) para todo x en E, por lo que la funcién

tiene en ¢ un minimo local.

KH

e Si f?(a) < 0, entonces fgx) a)( a) < 0en E, de donde f(z) — f(a) < 0 en

dicho entorno; es decir, f(x) < f(a) para todo x en E, por lo que la funcién

tiene en ¢ un maximo local.
Analogamente, si k es impar, digamos k = 2n + 1, se tiene:

e Si f2"*Y(a) > 0, entonces % > 0 en F, de donde en dicho intervalo
es f(x)—f(a) >0siz—a>0y f(x)— f(a) < 0six—a<0;es decir, en E es
f(z) > f(a) si > a, mientras que f(z) < f(a) si © < a, por lo que la funcién

es estrictamente creciente en a.

e Si f"*Y(a) < 0, entonces % < 0 en FE, de donde en dicho intervalo
es f(x)—f(a) <O0siz—a>0y f(x)— f(a) > 0six—a < 0;es decir, en E es
f(z) < f(a) si > a, mientras que f(z) > f(a) si © < a, por lo que la funcién

es estrictamente decreciente en a.

Ejemplo 3.2.2 Probar que la funcién f(x) = z*(ze® + 1) tiene un minimo relativo

en x = 0.

Sin necesidad de derivar, podemos hallar cual es su desarrollo de Mac Laurin, en
2 n
funcién del desarrollo de e” =1+ x + % +e 4 % + O(z"*!), de modo que

2 n
f(l")=$4(x6$+1):x4(x(1+x+%+---+%+O(x”“)+1):

7 n
4 5 6, L z
=zt a2’ +af 4+ -+t
LTy (n—5)!

4 O(ajn+1) — $4 4 O(x5)
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Por lo tanto, para valores préximos a 0, f(z) > 0 = f(0), Vx y la funcién tiene

un minimo relativo en xz = 0. [ ]

El estudio general de los puntos de inflexién de y = f(z) concierne a las derivadas
de orden superior a 2, y se reduce a estudiar la posicion relativa de la curva con
respecto de la recta tangente en el punto (a, f(a)): el punto serd de inflexién si y
solo si la curva atraviesa la recta tangente en el punto; en otro caso, la funcién serd
concava o convexa en el punto, dependiendo de si la curva se queda por encima o

debajo de la recta tangente, respectivamente.

x2 es concava erlltodos sus punt os -x2 es convexa eg todos sus punt os
3
2 i >
1

2 -1 i 5

Por tanto, si 7(z) = pi(z) = f(a) + f'(a)(x — a) es la recta tangente a la curva
y = f(z) en el punto (a, f(a)), tenemos que estudiar cémo varia el signo de la funcién
diferencia g(x) = f(z) — r(x). Si tiene signo constante en un entorno de = = a, la
funcién serd céncava (si g(x) > 0 en dicho entorno) o convexa (si g(z) < 0 en dicho
entorno); en caso de que g(z) > 0 a un lado de x = a y g(x) < 0 al lado contrario de
r = a, entonces la funcion tendra en x = a un punto de inflexién. Este es el caso de

y = 2° en el origen.

N A O 0

'
AN
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En particular, si la funcién f(x) es n veces derivable en x = a, con

f'(a) = f"(a) == V(@) =0, f(a) £0

se tiene que:

1. Sinespary f"(a) > 0, entonces f(z) es céncava en = = a.
2. Sinespary f?(a) <0, entonces f(x) es convexa en = = a.

3. Si n es impar, entonces f(x) tiene en £ = a un punto de inflexién.

Esto es consecuencia directa del estudio de g(z) en © = a: si g(z) tiene un
extremo relativo en x = a, entonces f(z) es céncava si g(x) tiene un minimo en z = a
(g(a) = 0, luego si es minimo es porque 0 < g(x) = f(xz) — r(z) en un entorno de
x = a; esto es, f(z) > r(x)), y convexa si g(z) tiene un méximo en x = a (g(a) =0,
luego si es maximo es porque 0 > g(z) = f(z) — r(z) en un entorno de z = a; esto

es, f(x) < r(x)).

En caso de que g(z) sea estrictamente mondtona en z = a, cambia de signo en
dicho punto, de donde f(z) > r(x) a un lado y f(x) < r(z) al otro, y £ = a es un

punto de inflexion de la funcion.

3.2.3 Aplicacion al calculo de limites indeterminados

La féormula de Taylor nos puede ayudar a resolver indeterminaciones, como muestra

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.3 Calcular, utilizando la formula de Taylor, el siguiente limite:

z(e® +1) —2(e” — 1)

lim
z—0 x

En estos casos, podremos utilizar la férmula de Taylor de la funcién f(x) = e®

)
utilizando el resto en forma infinitesimals:
2 3

T
T _q — 4+ 4+ 0t
e tet o+t (z%)
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Entonces: . ot 1
i (D) 2" =)
z—0 x
1‘2 273 4 1‘2 273 4
r(l+z+5 4+ +0@)+1)-21+2+%5 + 5 +0(@') - 1)
z—0 x?)
1‘2 273 4 1‘2 273 4
:hmx(2+x+?+@+0(@“ ) —2(z+ %5+ +0( )):
r—0 x?’

3.3 Foérmula de Taylor para funciones de varias va-
riables

Introduciremos la férmula de Taylor para funciones de varias variables de modo similar
a como lo hicimos con funciones de una variable.

La Figura 3.2 muestra una representacion gréfica, en las proximidades del punto
P(0,0), de la funcién f(x,y) = sen(z + y) + cos(z + y).

Z=sen(X+y)+cos(x+y)

Figura 3.2: La superficie z = sen(x + y) + cos(z + ¥).
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En la Figura 3.3 se representa la funcién f(z,y) y el polinomio de grado cero
po(z,y) = 1. Vemos que ambas funciones toman el mismo valor en el punto P(0,0),
es decir son superficies que pasan por el punto P(0,0,1).

z=sen(x+y)+cos(x+y)

Figura 3.3: La superficie z = sen(z + y) + cos(z + y) y el plano z = 1.

En la Figura 3.4 se representa la funcién f(x,y) y el polinomio de primer grado
pi(z,y) =1+ x + y. Este polinomio representa el plano tangente a la superficie de
ecuacién z = f(z,y) en el punto P(0,0,1). Tiene por tanto en comin con la funcién
z = f(z,y) el valor en el punto P(0,0) de su dominio, y el valor de las dos primeras
derivadas parciales en dicho punto.

Z=1+x+y

Z=sen(x+y)+cos(x+y)

Figura 3.4: La superficie z = sen(z+y)+cos(x+y) y el plano tangente z = 1+x+y.
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La Figura 3.5 muestra la representacién grafica de la funcién f(z,y) y el polinomio
de segundo grado py(z,y) =1+ +y — %E —xy — %— La superficie z = po(z,y) re-
presenta un paraboloide eliptico (superficie cuddrica) y tiene en comin con la funcién
z = f(z,y) el valor en el punto P(0,0) de su dominio, las dos primeras derivadas

parciales y las derivadas parciales de segundo orden en dicho punto.

Z=14X+Y-X 2 2:xy-y 22

T

z=sen(X+y)+cos(x+y)

Figura 3.5: La superficie z = sen(x + y) + cos(z + y) y el paraboloide eliptico
2 2
Z=1+x+y—%—$y—%.

Por tltimo la Figura 3.6 muestra la representacién gréfica de la funcién f(z,y) y

2 2 73

el polinomio de tercer grado p3(x,y) = 14+x+y— % —xy— % — % — x_2y — % — %,
que representa una superficie que tiene en comun con z = f(z,y) hasta las derivadas

parciales de tercer orden en P(0,0).

Como puede apreciarse estos polinomios aproximan a la funcién f(z,y) en las
proximidades del origen, de forma que cuanto mayor es el grado del polinomio mejor

es dicha aproximacién.

A estos polinomios los denominaremos polinomios de Taylor de la funcion
f(z,y) =sen(z +y) + cos(z +y) en el punto P(0,0).

Para definir los polinomios de Taylor de una funcién de dos variables, recordemos

los operadores diferenciales sucesivas de una funciéon de dos variables:
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Z=sen(xHy ) HCOS(XHY)-

ZE1+X+Y-X2[2-Xy-y BI2-X316-X2yI2-Xy 2/ 2-y%6

2

Figura 3.6: Las superficies z =sen(x +y)+cos(zr+y)yz=1+z+y— %— —xy —
y o2t _ry _xyt P
2 6 2
of(z,y) of(z,y) 9 9
d =27 ———2dy = | —d —d
f(z,y) g T, W= g0t g, W f(z,y)

02 f(z, 2 f(z, 02 f(z, 0 o\
&2f(z,y) = 72 ECZ Y) g2 275; ayy)dxdijiJ;(yZ Y) g2 = (—dx + —dy> flz,)

ox dy
y en general:

9 o \" n 0\ o f(e,y) L
d"f(z,y) = (adl'—i— a—ydy> flxy)=>" ( k ) axf(ifaz;)cdx dy"

La formula de Taylor para una funcion f(x,y) en el punto P(a,b) (en forma

diferencial) es:

(U2 (T I (1
dn+1
+(n£7(15)"7) £ € (a,z),n e (by)

y utilizando la notacion de operadores diferenciales tendremos:

f(x,y) = f(aa b)

2
9.4y 4 a%d;;) f(a,b) . (a%dx + a%d;;) f(a,b)

flay) = £a,0) + ( . ’
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(%daz + %dy)n f(a,b)
n!
n+1
<%dm + %dy> f(&n)
(n+1)! ’

_|_

£ € (a,z),n€ (by)

Esta expresion constituye la formula de Taylor con resto de Lagrange para la

funcién f(z,y) en el punto P(a,b), siendo los n+1 primeros términos correspondientes

al polinomio de Taylor y el iltimo al resto de Lagrange:

flz,y) = T(z,y) + Ru(2,y)

Tn(xay) :f(aab)+ 1 +
(%dﬂ %dy)nf(a, b)
n!
O gz + Qdy " f(&mn)
Ry(7,y) = <8x (iy+ 1>)! , §€(a,x), e (by)

Y la formula de Taylor con el resto en forma infinitesimal serd:

f(@,y) = Tu(w,y) + O(|(z — a,y = b)[|"*)

donde O(||(z — a,y — b)||*"") representa un infinitésimo de orden n + 1 en x = a,

y =0b.

Si tenemos en cuenta que dx = x — a, dy = y — b, y utilizamos la notacion

02 f

oa?

’*f
oxdy

" 82
[

of _ >rr
oy?

or

)
fx? ay _fgp

= f:;:,:m

los polinomios de Taylor de una funcién f(z,y) en un punto P(z,a) son:

f2(a,0)(z — a) + f)(a,b)(y — b)

To(z,y) = f(a,b) Ti(z,y) = f(a,b) +
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r2(0,0)(x — a)* + 2 f,(a,0)(z — a)(y — b) + f,(a,b)(y — b)*
2!

Ty(z,y) = Ti(2,y) +

73($,y) ::ja(xay)4_

| Jraa(0:0)(@ — )’ + 3 £, (0. ) — a)*(y = b) + fiy (0, ) (w — @)y — b)° + fy, (a, ) (y — B)”

Yy yyy

3!

En el caso particular en que el punto P sea el origen de coordenadas (x = 0,

y = 0) el polinomio recibe el nombre de polinomio de MacLaurin.

Ejemplo 3.3.1 Obtener el polinomio de MacLaurin de tercer grado de la funcion
f(z,y) =sen(r +y) + cos(z + y).

Obtengamos las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = sen(z+y)+cos(z+y):
fol@,y) = f,(2,y) = cos(x +y) — sen(x +y)

fow(x,y) = fo, (2, y) = fo,(x,y) = —sen(x + y) — cos(z +y)
fonae(@,Y) = fony (@, y) = fay, (@, y) = for,(2,y) = — cos(x +y) + sen(z + y)

y en el origen:
f(0,0) =1 f3(0,0) = f,(0,0) =1 f7(0,0) = f7,(0,0) = f;,(0,0) = —1

fore(0,0) = f12,(0,0) = f7,,(0,0) = f,,(0,0) = —1

Por lo tanto el polinomio de Taylor T3(x,y) de la funcién sera:

v’ y 2t a2ty ay? P
Ty =ltrty=—F -5 -F-F -5 %

De la misma forma podemos obtener la férmula de Taylor para funciones de méas
de dos variables. Por ejemplo si f(z,y, 2) es una funcién de tres variables, teniendo

en cuenta los operadores diferenciales sucesivos:
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0f (2,9, 2) = 0f(.y,2) 4 O (wy.2) Oy 2)
ox dy 0z

0 0 0
—(Zdo+ Lay+ Za
(33: x+8y y+82 z) flz,y,2)

2
d*f(x,y,2) = <3dx + 2dy + 2d2> flx,y,2) =

ox dy 0z
_ Pf(z,y,2)

0*f(x,y, 2) 0*f(x,y, 2)

2 ) J) 2 y I 2

022 dz” + oy dy” + 522 dz*+
*f(z,y,2) *f(z,y,2) *f(z,y,2)

tendremos el polinomio de Taylor de una funcién de tres variables en un punto

P(a,b,c):

a%d:v + %dy + %dz) f(a,b,c)
1!

To(z,y,2) = f(a,b,c) + < +

2
(%dm + %dy + %dz) f(a,b,c)
2!

(%dx + %dy + %dz) f(a,b,c)

n!

siendo el resto

n+1
(%dx + %dy + %dz) f(&,n, k)
(n+1)!

Rn(xa y7 Z) -

€€ (a,x),ne(by), k€ (cz2)

Ejemplo 3.3.2 Obtener el polinomio de MacLaurin de sequndo grado de la funcion
f(z,y,2) = €e” sen(y + 2).
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Obtenemos las derivadas parciales de la funcién f(x,y, 2):

fol@,y,2) = e sen(y + 2), f,(x,y,2) = fi(zx,y,2) = e cos(y + 2),

"

foo(@:y,2) = €" sen(y +2),  fy,(x,y,2) = fr.(2,y,2) = € cos(y + 2),
f?yy(x’yﬂ z) = f"z(a:,y, z) = fz"z(x,y,z) = —¢" sen(y + 2)

y en el origen:
f(0,0,0) =0, f.(0,0,0) =0, f;(0,0,0) = 11(0,0,0) =1,

f2:(0,0,0) =0, f,(0,0,0) = f.(0,0,0) =1, f(0,0,0) = f,.(0,0,0) = f(0,0,0) =0

Por lo tanto el polinomio de MacLaurin T5(z,y) de la funcién seré:

Ty(z,y,2) =y+z+ay+ 2z

3.4 Aplicaciones de la férmula de Taylor

Al igual que en el caso de funciones de una variable, la férmula de Taylor para
funciones de varias variables tiene diversas utilidades. Entre ellas su aplicacién al
calculo de valores aproximados de una funcién en un punto; al estudio local de una

funcion y a la resolucion de limites indeterminados.

3.4.1 Aplicacion al calculo de valores aproximados

La férmula de Taylor para funciones de varias variables es utilizada igualmente para

obtener valores aproximados de una funcién en un punto:

Ejemplo 3.4.1 Obtener un valor aprozimado de +/1.03v/0.98, utilizando la férmula

de Taylor hasta las derivadas de sequndo orden.
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Si consideramos la funcién f(z,y) = v/ ¥y, pretendemos obtener un valor aproxi-
mado de f(1.03,0.98) que es el valor en un punto cercano al punto P(1,1). Utilizare-
mos por tanto el polinomio de Taylor de segundo orden de la funcién f(z,y) = /z¢/y,
en el punto P(1,1).

Las derivadas de la funcién f(z,y) = /z ¢y = z'/?y'/* son:

1 1
folw,y) = a2y fily) = gty

-1 1 —2
f;’m(af,y) _ Tx73/2y1/3 f;'y(a:,y) _ 6x71/2y72/3 f;'y(x,y) _ ?x1/2y75/3

y en el punto P(1,1):

FLD=1 RN =5 A0 =5 f0)=

1
f:;:,y(17 1) = 67 f;'y(l: 1) = ?

Por lo tanto el polinomio de Taylor sera:

Ty(x,y) = f(L 1)+ foL, D= 1) Ir' f0 D -1

(L) (@ =12 +2 f7 (1, 1) (2 = 1)(y = 1) + f,, (1, 1) (y —1)>
+ 2! N

Sl =) 4 gly— 1) = gl - 1P = D= 1) - gy - 1)

Entonces
V1.03v/0.98 = £(1.03,0.98) ~ T5(1.03,0.98) =
0.03 0.02 0.0009 0.0006 0.0004

=1+ ~ 1.0080763889
2 3 8 6 9

3.4.2 Aplicacion al calculo de limites

Veamos cémo podemos utilizar la férmula de Taylor para la obtencion de limites de

funciones de varias variables.
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Ejemplo 3.4.2 Calcular el limite (:n,yl)iEE%O,U) %

Para obtener este limite utilicemos el desarrollo de MacLaurin de la funcién
senz = x + O(2*). Entonces
, senx — y , r+0(?) -y , z—y+ O(z?)
lim ————= lim ——————= i — =
(zy)>00) x — seny  (zy)—00) z —y+O(y*) (@y-00 z —y+ O(y?)

Si calculamos el limite segin cualquier trayectoria F'(x,y) = 0 que pase por el

origen (F(0,0) = 0), podemos hacer el cambio de variable z — y = t:

. r—y+0(®) ’ r—y+0(®) y t+O(t?) _
(415000 T — y + O(y®) (01500 T — y + O®y®) o T+ o?)
F(x,y)=0 F(w,y):to F(z,y)=0

r—y=

rseny +ysenx

Ejemplo 3.4.3 Calcular el limite  lim
(z,y)—(0,0) Ty

Sea f(x,y) = xseny + ysenz. Veamos el polinomio de Taylor de grado 2 de la

funcién en el origen.

De un lado, f,(z,y) = seny +ycosz y f,(z,y) = vcosy + senz; de modo que
f2(0,0) =0 = f,(0,0).

De otro, fu2(z,y) = —ysenz, fu(x,y) = fy(x,y) = cosy +cosz y fe(z,y) =
—xseny; de modo que f,2(0,0) =0 = f,2(0,0) y f4y(0,0) = f,2(0,0) = 2.

1
Como f(0,0) = 0, se tiene que p3(0 + x,0 +y) = 5(2xy + 2yx) = 2zy; es decir,
f(z,y) = 2zy + O(||(z, )| )

3
Asi fim T@¥) g, 2z OUl@ Il

(z,y)—(0,0) Y (2,y)—(0,0) xy

= 2.

En el caso de funciones de varias variables también se utiliza la formula de Taylor

para estudiar el comportamiento local de la funcién f(z,y). En el capitulo siguiente



3.4. Aplicaciones de la formula de Taylor 123

veremos como podemos aplicar la formula de Taylor al estudio de extremos de una

funcion.



