47

2.- Algunos conceptos basicos de probabilidad y estadistica

2.1- ¢ Para qué?
Como hemos visto en la seccion precedente, la piinzaby la estadistica sorecesarias para:

- determinar las distribuciones de probabilidad de entrada

- generar variables aleatorias de acuerdo con estas distribuciones

- realizar la validacion del modelo

- analizar estadisticamente los datos de salida de la simulacién

- disefiar los experimentos a simular.

En esta seccion introduciremos algunos conceptos béasicos de ilptablaly estadistica
relevantes a la hora de disefiar, realizar y analizar los resultados de una simulacion.

Para ello, adoptaremos el convenio de designar con letras mayusculas a las variables aleatorias
y con minusculas sus valores.

2.2- Espacio muestral y variable aleatoria

Se define ebspacio muestrds de un experimento aleatorio como el conjunto de todos los resultados
posibles del experimento. Los elementos del espacio deben excluirse mutuamente, es decir, s6lo uno de ellos
puede ser resultado del experimento cada vez.

I.’,.-'-"" _ T
CEr o | |
B J l Una variable aleatoria X(S) es una

funcién que asocia un nimero a cada uno de los
elementos del espacio muestra.

¥ Unavariable aleatoriase dicediscreta
cuando su espacio muestra tiene un conjunto
Plc=xd numerable de elementos, es decir, cuando solo
puede tomar un conjunto de valores finito o
bien un conjunto de valores infinito numerable.
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En caso contrario, se diamntinua Las variables aleatorias continuas son una idealizacion
matematica, ya que cualquier procedimiento de medida que se emplee tendra un limite de precision.
Igualmente, al programar cualquier algoritmo de generacion de nimeros aleatorios éstos se obtendran
con un determinado namero finito de cifras decimales.

2.3- Probabilidad

Veamos tres definiciones de probabilidad: la definicién clésica, la definicion como frecuencia
relativa y la definicion axiomética.

La definicion clasica de probabilidad es:  Casos Favorables / Casos Posibles. Por ejemplo, en
el lanzamiento de una moneda:

Casos Posibles = {Cara, Cruz}
P{Cara} = 1/2
P{Cruz} =1/2

En el caso del lanzamiento de un dado:

Casos Posibles = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

P{1} = P{2} = P{3} = P{4} = P{5} = P{6} = 1/6
P{Impar} = 3/6

P{Mayor que 1} = 5/6

Sin embargo, vemos que esta definicion solo es valida cuando el nimero de casos posibles es
finito y ademas todos ellos son equiprobables. Asi, por ejemplo, seria ilégico calcular la probabilidad de
sufrir un accidente de avion de la forma:

Casos Posibles = {Accidente, No accidente}
P{Accidente} = 1

Obsérvese que al afirmar que “la definicion clasicpmdbdabilidad es sélo aplicable cuando
todos los eventos posibles son igualmeebable$ estamos empleando en la definicion el concepto
definido. Sin embargo, la definicion clasica fue introducida como consecuengeandgbio de razon
insuficiente “si no poseemos ningln conocimiento a priori, debemos asumir que los posibles resultados
del experimento son equiprobables”.

. N
La definicion de la probabilidad como frecuencia relativaRs4 = lim—
n- oo n

donden, es el nimero de experimentos en que océrg N es el nimero total de experimentos. Sin
embargo, un experimento fisico no puede repetirse infingessy con lo cual, la probbdtad de un
evento A, P{ A , puede interpretarse:

Si el experimento se realiza veces, de las cuales el evendo suceden, veces, entonces,

n
. . A .
con unelevado grado de certezla frecuencia relativa— de ocurrencia del eventd\ esta
n

n
préxima a P{A}, P{A = A | supuesto que n ssficientemente grande
n
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Esta interpretacion es imprecisa. Los términos un elevado grado de certeza, préxima y
suficientemente grandeo tienen un significado claro. Sin embargo, no puede evitarse esta pérdida de

...n . _
precision, con lo cual, si se u§%{A} =lim—2 para deﬁmrP{A}, el limite debe aceptarse como una
n-o N

hip6tesis, no como un nimero que pueda ser determinado experimentalmente.

La definicién axiomatica de la probabilidad fue introducida en 1933 por Kolmogoroff y se basa
Unicamente en los siguientes tres postulados:

1.- La probabilidad P{A} de un eventdA es un numero positivo asignado a este evento:
P{A}>0.

2.- La probabilidad de un evenfa que se obtiene siempre en todas las repeticiones del
experimento es undP{E} =1.

3.- La union A+ B de dos eventoA y B es el evento que ocurre cuando sucéde B o
suceden ambos. Se dice que los everoy B son mutuamente excluyentes si la ocurrencia
de uno de ellos excluye la ocurrencia del otro.

Si los eventosA y B son mutuamente excluyentes, entond%{S'A+ B} = F{ F} + Ff $ :

Esta definicion no tiene ambigliedades conceptuales y es aceptada generalmente como superior
a las dos definiciones anteriores.

Notaremos:

P{ X= >g} = g(( )g) parail,2,...

la probabilidad de que una variable aleatoria discreta X tome un determinadaXyvalkes decir, la
probabilidad del event{)X = Xi} .

La probabilidad de que la variable aleatoria discreta X tome un valor menor o igual que x viene
dado por su funcion de probabilidad acumulfq@(x) , definida:

P{X<%=73 p(x)= R(Y

X €X

La probabilidad de que el valor de la variable aleatoria discreta X este contenido en el intervalo
[a, b] puede calcularse de la forma:

Plas x<§= 5 (0= R(h- &3

En el ejemplo del inventario, la cantidad de producto demandado es una variable aleatoria
discreta, X, que puede tomar los valores X={1, 2, 3, 4}, con probabilidad:



50

1 2
PIX=2=p@=7; RX=2 = p(2)=;
2 1
P{x=3=p (3= RX=4 = p(4={
La funcién probabilidad acumulada es:
[0 parax<l
paral< x <2
P{X <x}=F,(x) = para2 < x <3
[2 para3<x<4
B parad<x

Cuando el espacio muestra consta de un numero infinito e incontable de elementos, entonces
sus probabilidades no pueden determinarse en términos de las probabilidades de los eventos
individuales. Lo que se hace en este caso, en que la variable aleatoria es continua, es asignar

probabilidad a los eventdsX < x} .

Se define la probabilidad del ever{té( < )(1} como la integral:
P{X < x}= R(x)= [ (% dx

donde f, es una funcién no negativd,, (X) = 0 para todoX, que satisface'[oo f (x)dx=1.

La funciéon F, recibe el nombre déistribucion de probabilidad acumulada f, el de
densidad de probabilidad.

La probabilidad del eventba < X< k} viene dada por:

Pla< X< B =[ (9 d= R(D- K(2

Obsérvese que los event§§( < )(1} y {Xl < X< )(2} son mutuamente excluyentes y su

union es{ X< X2} , satisfaciéndose:
P{Xle}+P{>5< X< >5}: I% IS >§}

X
Como la funcién f esta acotada, la integrfl * f,(X)dx tiende a cero cuands, — X,.
Xy

Esto conduce a la conclusion de que la probabilidad de un e{/xg}q consistente en que obtener un

determinado valor, es cero para cualquier valor de X. La probabilidad de los eventos elementales es cero,
aunque la probabilidad de la unién de todos ellos es uno.
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2.4- Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes.

Supuesto que el evenfa, ha ocurrido, la probabilidad de que ocurra el evenjoviene dada

por la probabilidad condicionaFP{ E2| El} .

Si los dos eventos son estadisticamente independientes (la ocurrencia de un evento no afecta a
la probabilidad de que suceda el otro), entonces:

PE|E}= H E}
Si no son estadisticamente independientes:
P{E, E}

P{E2|E1}=W

donde P{ E E1} nota la probabilidad de que se produzcan los dos evégtysE, .

Despejando de la expresion anterior obtenemos:

PEE) = E} { § §.

que, sif y E, son independientes, es equivalente a:

AEE}=HRE} ] E}

Anélogamente, la probabilidad de que se produzcan los evgntds, y E; es:

Plecel-AEldeEg=Pg P EPEEE

que, si los eventok, , E, y E; son independientes es equivalente a:

AEEEI=HE R E $H

Dadas las variables aleatorias discre¥s X,,..., X, independientes, la probabilidad de que
X, valga X, y de que X, valga X,y ... y de que X, valga X, viene dada por Iprobabilidad
conjunta

P{X, =%, %= %... %= x}= B X= % P %= }.. P X ¥

Anélogamente, para variables aleatorias continasX,,..., X, independientes, lfuncién
densidad de probabilidad conjunéss:

fx(xl,xz,...,xn) = fx(xi) fx( xz) fx( xn)



52

y ladistribucion de probabilidad acumuladpara los valoreX, , X,, ..., X, , definida como:

Frx (Koo Xo) = A X S %0, X, )
vale, para variables aleatorias contind&s X,,..., X independientes:

Fr.x (X Xo) = ﬁ Fi(x) para cualesquiera x...,x,

i1

Ejemplo. Una caja contiene 2 bolas amarillas, 3 rojas y 5 negras. Los edgntds, y E;

representan el hecho de que se extraiga de la caja una bola amarilla, una roja o una negra
respectivamente. Las bolas son extraidas de la caja una tras otra. Las bolas negras y rojas son
introducidas de nuevo en la caja inmediatamente después de ser sacadas, mientras que las amarillas no
son devueltas.

La probabilidad de que las dos primeras bolas sean una roja seguida de una negra es:

o(EE)=dE) {5 E)= b5 63_1010

La probabilidad de que las dos primeras bolas sean una amarilla seguida de una roja es:

o(EE)=dE)fE =1

La probabilidad de que las dos primeras bolas sean una roja seguida de una amarilla es:

ole.e)= &) 5 &)= 3556

Teorema de Bayes

Sean E,E,,...,E k eventos diferentes, de modo que cualquiera de ellos produce la
ocurrencia de otro evento A. Entonces:

_ P{e}A{ Ag}
P{E|A =
" e} At

El teorema de Bayes es muy Util para el célculo de la probabilidad condicionada delkgyento

para : 1,2,...,k

JEN

cuando el evento A se ha producido, a partir de la probabilidad incondiciorgl gida probabilidad
condicional de A supuesto que se ha producido cada uno & los
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Propiedades de la probabilidad

o<P{A <1

P{E} =1

PlA+B=HA+HB, si AB0
PlIA+B=HA+HB- B AB si AB[
Ag =0

SiAyB son mdependienteﬁ’{ AB=HRARB

2.5- Media, varianza y desviacion tipica

La media, esperanza o valor esperat una variable aleatoriX , que notaremoE(X), es
una propiedad de la distribucion de probabilidad y se define como:

X; Py (xj) si X es discreta
%‘m xfy(X)dx  si X es continua
Ejemplo. Si X toma valores {1,2,3,4,5,6} con probabilidad 1/6, entonces:
1
E( X) :E(1+2+ 3+ 4+ 5+ §= 35

Sea g una funcion real de variable real g: [1 — [J

y sea X una variable aleatoria. El
valor esperado de g(X) se define como:

00

a(x) p(%) siXes discreta
E(9(X)) = ék ()

%: a(x) fx(X) dx si X es continua

Linealidad. Sea X una variable aleatoria y s€pn..., g, funciones reales de variable real.

Elag(X+ag(d+.+ag N= aE g }+ alE b+ ,a(EL))x

La cantidadE(X "

N

, N=21, se llamamomento de ordendae X y se calcula:

%Z X! px si X es discreta

00

X

n

UI”FJ

f.(x)dx si X es continua
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La varianzade una variable aleatoria X, con valor esperE{cX) = U, discreta o continua,

GZ(X) o Var(X), es una medida de la dispersion de la variable aleatoria respecto de su media.
Se define la varianza:
Var(X)=0?(X)= E[( X- u)z] = E[ X2 —2u X+ uz] =
= E(X?) - 2uE(X) + E(u?) =E( X?) - 2uu + p2 = E( X?) - 2

es decir, se define como el valor esperado de la variable aleatoria cuadrado de X, menos el cuadrado del
valor esperado de X. La varianza es siempre un nimero no negativo.

Dadas las variables aleatoriaX;, X,,..., X, independientes, y definida la funcién lineal
n

a; X, , dondea, son constantes , se cumple:
[0

varﬁz a X @z z & val X)

En general, dadas dos variables aleatorias X, Y de m&ﬁé@) =l y E(Y) =l la
varianza de la suma X+Y vale:

var(X +Y) = E( X+ Y- iy —HY)Z: =
= (=) (V=) 2 X ) Y- 1) =

= E[(X - ux)z: " E[(Y— uY)z] + 2E[( X= (Y- )] =
=var(X)+ va(Y)+2Co{ X, VY

Donde se define la covarianza de las variables aleatorias X, Y de n’:E(iDéé:ux y
E(Y) = W, de la forma:

CO\/(X,Y)zE[( X= i )( Y—uY)]:E[ XYy ¥ K+ )=
= B[ XY] = i B[ Y]~ B[ Xy + prty = B[ XY= podty= o+ =
= E[XY] - ety

La covarianzaCov( X Y) de dos variables aleatorias independientes X, Y vale cero, con lo
cual:

var{X +Y) = vaf X)+ vaf V)
Mas adelante volveremos sobre el tema de la covarianza.

La desviacion tipica o estandaG(X) , se define como la raiz cuadrada de la varianza.
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2.6- Estimador de la media y de la varianza

Supongamos queX;, X,,..., X, son muestras aleatorias idénticamente distribuidas con media

Hy varianzao .

La media aritméticade n muestras aleatoriXs, X,,..., X, es también una variable aleatoria,
definida como:

X, +.. 4 X,
n

X =

El valor esperado de la distribucién de la media aritmética es igual a la piefhia depende
del nimero de muestras, n):

— E@Xl+...+ X, Qz E(X))+..+E(X, ): nu = i
n n n
Se dice, por ello, que la media aritmética de las muestras aleatorias idénticamente distribuidas
X, X,,..., X, (no forzosamente independientes) es un estimador no sesgado de la media de la

distribucion de las muestragd. En general, se dice que el estimador de una magnitud (media,
varianza, etc.) es no sesgado cuando el valor esperado del estimador coincide con la magnitud.

Para conocer la dispersion de la variable aleatoria media aritm@icagspecto de su valor
esperadol! , debemos calcular la varianza de la distribucion de la media aritmética:

Var(x):E%M‘ﬂgD:E§X1+"*XH ng:
n B n 5

_ e (X -1 O e _ _ A=
S e EU LR

n

LRI L CRICRUME

111

n_lz 1 E[(xi —H)Z]J’n—lz;ww: nna22 :G_nz

*: Xl, Xz, vany Xn muestras aleatorias independientes de una misma distribucion defhegliarianza0 = .

La varianza de la distribucion de la variable aleataXa es inversamente proporcional al

namero de muestras: al aumentar el nimero de las muestras, n, su media arinéti@ajesviandose
cada vez menos de la media de la distribucion de probabilidad de las mygstras,

2
N O _
Dado queVar( X) = PR para obtener una estimacion Var( X) debemos primeramente

estimar la varianza de la distribucion de probabilidad de las muesfras,
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Veamos que la varianza de las muestras aleatofiasX,, ..., X,

0 (X - X)°

S? =

es un estimador sesgado, y por tanto no valido, de la varianza de la distribuciéon de las narestras,

Para ello, demostraremos que el valor esperadﬁzdeE(Sz) , no es igual ar?.

m 2

t)-e2 g gl -]
=B [0 ) (X -2 - X )
=%Eﬁi(xi —u)zi(i-u)z-Zn (% - 1)(X-H)

operando por separado el Ultimo sumatorio:

i(xi —u)(Y—u)=i KY—i Xu—i/ﬁ@iu%

=nX? - - X+ = (X-2 p+pd)= fxp) =

=3 (X-4)

sustituyendo obtenemos:

2 . ., . ‘e . .

Como vemos,S° es una estimacion sesgadaaié, lo que significa que si tomamos repetidas
muestras de tamafio n y se promedian las varianzas muestrales resultantes, el promedio no se
aproximara en valor a la verdadera varianza, sino que, de modo persistente, serd demasiado pequefio

debido al factor . Este factor adquiere importancia cuando el tamafio de la muestra, n, es pequefio.

n
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Para eliminar el sesgo eB° basta con muItipIicarS2 por , Yy la cantidad que resulte

n n
utilizarla como estimacion de?: E% SPo=—— E(Sz) =g?
-1 n-1
Se define lauasivarianza muestrale las muestras aleatoriéél, X2,..., X.,, que notaremos

SZ, como:

d —\2
2= n Szzg(Xi X)
n-1 n-1

y, en el caso en que las variables aleatodgs X,,..., X, sean IID, es un estimador no sesgado de la

varianza de la distribucioén de las muestﬂ%,: E(Sz) =02,

Volviendo al problema de estimar la varianza de la distribuciéonXde Var( X) =

0.2
n
odemos sustituio? por su estimadorsz. Obtenemos:

p p

2 Zl(x - X)’ i(xi _R)

~of(g) S _ n-1 — T
Z(X) n n - ln(n—l)

gue constituye una medida del “agrupamiento”, de los distintos valoreé dpie obtendriamos para
diferentes muestras, entorno a la media de la distribucion de las mugstras,

Sean X,,..., X, variables aleatorias 1ID con medja finita. Entonces, la ley de los grandes
numeros establece que:

X0 - u con probabilidad 1

Sin embargolos datos de salida de una simulacion generalmente no son independaamntes
lo cual la discusidon anterior sobre la estimacion de la varianza de la media muestral, valida para
observaciones 1ID, no lo serd en este caso. Sin embargo, veremos que es posible agrupar los datos de
salida en nuevas “observaciones” a las cuales si pueden aplicarse las formulas de la estadistica clasica,
basadas en observaciones IID.

También veremos cOmo estetr intervalos de confianza para la media y la varianza. Es decir,
como, a partir de las medidas experimentales obtener los intervalos que contienen a la media y a la
varianza respectivamente con una probabilidad dada.
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2.7- Covarianza y correlacion

La covarianzaentre dos variables aleatoria$; X]- (i:1,2,...,n; j:1,2,...,n) es una medida de
su dependencia lineal. Se define:

C, =E[(% —1)(% -u )| =E(x¥)-Hn
Obsérvese que las covarianzas son simétricass C; , y que si i=j, entonced; = o’.

Cuando la covarianza de dos variables aleatoXas X; es cero,C; =0, se dice que son

variables aleatorias no correlacionadhas variables aleatorias independientes siempre estan no
correlacionadasLo inverso, en general, no es cierto, excepto si sus distribuciones son normales.

Cuando C; >0, se dice queX; ¥ X, estancorrelacionadas positivamenté&n este caso,
como C; = E[(X - )( X = U )] , €l hecho de qu&; >0 significa que tiene tendencia a ocurrir
OX > DX <K,

I . . . oy .
%X S y <u Con lo cual, para variables aleatorias correlacionadas positivamente, si una
7 H; | SH;
es grande, la otra también tiene tendencia a ser grande.

CuandoC,j <0, se dice queX; y Xj estancorrelacionadas negativamenteo cual significa

. . .Dxi > I"li DXi < I"li . .
gue tiene tendencia a ocurrif] y %X sy Con lo cual, para variables aleatorias
P < H; 7 H;
correlacionadas negativamente, si una es grande, la otra tiene tendencia a ser pequefia.

Si X,,..., X, son variables aleatorias de salida de la simulacién (por ejexXplpuede ser el
tiempo de esper®, del cliente i-ésimo en la cola), a menudo interesa no sélo conocer las iHedias

las varianzasfiz, parai:1,2,..., sino también una medida de la dependencig (;er paral # | .

Si bien la covarianza da una medida de la dependencia entre las variables aleatorias, es, a su
vez, dependiente de las unidades en que éstas estén expresadas, lo que hace confusa su interpretacion.

Debido a esto, se definedarrelacionentre las variables aleatoria§; y X;, p; , como:

G ar 0:1,2,...,n
pij_ 0'20'],2 P a%:l,Z,...,n

. . 2 2 .. .
como una medida de la dependencia eifrg X;. Como A O O] es positivo,p; Y G; tienen el
mismo signo. Puede demostrarse qtie< Py < 1 paratodoi, j. Sip; esta proximo a +1, entonce$
y X j estan fuertemente correlacionadas positivamente. Por el contrajl, @sta proximo a -1,

entoncesX y X; estan fuertemente correlacionadas negativamente.
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2.8- Procesos estocasticos

Un proceso estocastices una coleccion de variables aleato{iéét, t DT} definidas todas
en el mismo espacio muestral. Para nuestro propésito t tendra connotaciones de tiempo. El conjunto de
todos los posibles valores que puede tofar para cualquier valor de t, se llama espacio de estados del
proceso estocéstico. Si T, conjunto de todos los valores que puede tomar el indice t, es contable
(normalmente los enteros positivos), entonééét,t DT} se llamaproceso estocéastico de tiempo
discreto Si T es un subconjunto incontable de los nUmeros reales (normalmente los reales no negativos),
{Xt 1 DT} se llamagproceso estocastico de tiempo continuo

En el ejemplo de la cola atendida por un empleado, con intervalos IID entre llegadas,
A, A,...y tiempos de servicioS, S,..., puede definirse el proceso estocastico de tiempo discreto

“tiempo de espera en la coI{"Di 2 1} , de la forma:

D,=0
D,=ma{ D+ $- A0} parai=12,.

donde, como vemos, el tiempo de espera del cliente i+1 en la cola es igual al tiempo que ha compartido
con el cliente i en la cola mas el tiempo de atencign,al cliente i. El tiempo que el cliente iy el i+1

comparten en la cola es igual al tiempo de espera del cliefide,imenos el tiempo que transcurri6

entre que lleg6 el cliente i y el i+14,;. En este caso el conjunto, T, de valores que puede tomar el
indice t son los enteros positivos y el espacio de estados son los reales no negativos.

En ocasiones, para poder inferir acerca del proceso estocastico que da lugar a los datos de salida
de la simulacién, debemos hacer suposiciones acerca del proceso estocastico que pueden no ser
estrictamente ciertas en la practica y, sin las cuales, el andlisis estadistico de los datos de salida no seria
posible.

Un ejemplo de esto es suponer quepumceso estocastico es de covarianza estacionaha
proceso estocastico discre{td(i 2 1} se dice de covarianza estacionaria si:

=4 parai=12,. yow §f e
o2=0? parai=1,2,.. y?<w
%3.,,41:(30\( X, >.(+,-) independiente de i, paraj=1,2,...

es decir, para un proceso estocastico de covarianza estacionaria, la media y la varianza son estacionarias
en el tiempo (la media y la varianza comunes en el tiempo se han rpo,ta&o y la covarianza entre

dos observacioneX y Xi+j depende sélo de la separacioén j y no de los valores de i e i+j. También se
definen los procesos estocasticos continuos de covarianza estacionaria.

Para un proceso de covarianza estacionaria, notamos la covarianzaXentv§, , .

; como CJ-

y la correlacion comg; , donde:



