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3.- Algunas distribuciones de probabilidad importantes

3.1- Familias de distribuciones

Para poder llevar a cabo la simulacién de un sistema cuyas entradas son variables aleatorias,
debemos conocer las distribuciones de probabilidad de estas variables aleatorias. Sabido que las variables
aleatorias de entrada siguen una determinada distribucion, la simulacién genera los valores de estas
variables a partir de las distribuciones. El objetivo de este apartado es analizar como, a partir de los
valores experimentales aleatorios, puede extafde cual es su distribucion de prdicdx.

Por ejemplo, en el caso de la cola atendida por un Unico operario, deberian recogerse datos
experimentales de las dos variables aleatorias de entrada: el intervalo entre llegadas sucesivas de clientes
y el tiempo que tarda el empleado en atender a cada cliente. A partir de estos datos, deberemos ser
capaces de estimar a que distribucion de probabilidac¢obedda una ddélas.

Suponiendo que se dispone de datos acerca de las variables aleatorias, puede procederse de dos
maneras:

- Ajustar los datos experimentales a diferentes tipos de distribuciones tedricas "estandar"”
(exponencial, normal, de Poisson, etc...) obteniendo para cada una de ellas los parametros que
proporcionan el ajuste Optimo de acuerdo a un determinado criterio. A continuacion, decidir
cual de los ajustes obtenido, uno para cada tipo de distribucion, es el mejor. La distribucion
obtenida sera la que se use para generar los valores de las variables aleatorias durante la
simulacion.

- Definir una distribucién empirica, a partir de los valores experimentales, especifica para
nuestro problema, diferente de las distribuciones de probabilidad tedricas "estandar"
comunmente usadas.

Siempre que sea posible conviene usar el primer método, ya que:

- Los datos experimentales recogidos son, en si, aleatorios, con lo cual, una distribucién
empirica, obtenida a partir de un conjunto de observaciones, puede diferir mucho de la obtenida
a partir de otro conjunto de observaciones del mismo proceso. Al realizar el ajuste de una
distribucién tedrica "estandar" a los datos experimentales estamos tratando de extraer
informacién acerca de la naturaleza de la distribucién a que obedecen; las distribuciones
obtenidas de este modo suelen ser menos sensibles a las variaciones entre diferentes conjuntos
de observaciones de un mismo proceso.

- Si las distribuciones empiricas se definen en el modo en que habitualmente se hace (y que
veremos mas adelante), no pueden generarse a partir de ellas variables aleatorias que caigan
fuera del rango de los datos observados, cosa que no ocurre cuando se ajusta a una distribucion
tedrica.

En algunas ocasiones, la informacion de que disponemos acerca del sistema, nos hace suponer
gue una variable aleatoria de entrada obedece a una determinada distribucion tedrica. En estos casos, es
una medida aconsejable contrastar la hipétesis con los datos experimentales.
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En lo sucesivo supondremos que nuestros datos son observaciones independientes y que bajo
todos ellos subyace una misma distribucién. Cuando esto no sucede, por ejemplo, cuando los datos no
son independientes, la mayoria de las técnicas que discutiremos no son aplicables directamente.

Para una misma familia de distribuciones (por ejemplo, la familia de las distribuciones
normales) existen diferentes maneras de definir, o parametrizar, la densidad de probabilidad o la
distribucién de probabilidad acumulada. La mayoria de los parametros empleados para definir una
distribucién pueden clasificarse, de acuerdo con su interpretacion fisica o geométrica, en uno de estos
tres tipos: pardmetros de posicién, de escala o de forma.

Un parametro de posicigny especifica la posicion en el eje de abscisas (eje x) del rango de
valores de la distribucion; normalmentg, es el punto medio del rango o su extremo inferior. Una
variacion eny supone un desplazamiento de la distribucién, a la derecha o a la izquierda, sin variar
ninguna otra de sus caracteristicas.

Un parametro de escaja3, determina la escala (o unidades) de medida de los valores en el
rango de la distribucion. Cuando esta fijo a 0, un cambio eff comprime o expande la distribucion
sin alterar su forma bésica.

Un pardmetro de formad , determina, con independencia de la posicién y la escala, la forma
basica de la distribucion dentro de la familia general de distribuciones de interés. Un carmabio en
generalmente altera las propiedades de la distribucién mas profundamente que un cambio en su posicién
0 escala. Algunas distribuciones no tiene ningun parametro de forma (por ejemplo, la exponencial y la
normal), mientras que otras poseen varios (por ejemplo, la distribucién beta tiene dos).

Dos variables aleatorias X e Y, de la misma familia de distribuciones, se dice que difieren solo
en la posicion cuando existe un numero rgaltal quey +X e Y tienen la misma distribucion.

Similarmente, se dice que X e Y difieren sélo en la escala cuando existe algin real gdsitivo,
tal que 3 X tiene la misma distribucion que Y.

Finalmente, X e Y difieren en la posicion y en la escala cuando existen dosyfeplék tales
que y + BX tiene la misma distribucién que Y.

Sin embargo, si las distribuciones de X e Y poseen diferente valor de un parametro de forma, no
podra hacerse que posean la misma distribucion mediante un cambio de escala y de posicién.

A continuacién incluimos una relacion de algunas de las distribuciones tedricas, continuas y
discretas, que mas se emplean en simulacion. Seguidamente veremos qué formas hay de especificar una
distribucién empirica.
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3.2- Distribuciones continuas

3.2.1- Distribucion uniforme, U(a,b)
Suele emplearse como modelo en "primera aproximacién" cuando se sabe que la variable
aleatoria puede tomar valores entre a y b pero no se tiene mas informacién acerca de ella. Como veremos

mas adelante, la distribucién U(0,1) es esencial en la generacion de numeros aleatorios a partir de
cualquier distribucion.

La funcién densidad de probabilidad es:

f(x) = % Slas xs

en cualquier otro caso

La distribucion de probabilidad acumulada es:

ED six<a
F(x)= ? sia< x<
b

Si x>

La familia de distribuciones posee dos parametros a y b reales, con a<b. a es el pardmetro de
posicién y (b-a) es el parAmetro de escala. El rango de la distribucién es el intervalo [a,b]. La media y la
varianza valen:

+b (b-a)°

a
Media : Varianza:
12

Si X esta distribuida U(0,1), la probabilidad de que X adquiera un valor en el intervalo
[X, X+A X] O [O,]] es igual aA X :

P{ X O[x, x+4 X} :I:ichxy:( XtA Y- = A X

f(x) FX
1/(b-a) 1
0 X 0 X
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3.2.2- Distribucién exponencial, expgB)
Suele emplearse para modelar intervalos de tiempo entre eventos independientes que ocurren a
frecuencia constante.

La funcién densidad de probabilidad es:

TERT sie 0
f(x) =g
0

en cualquier otro caso

La distribucion de probabilidad acumulada es:

_H-e* six 0
F(X)=0 .
D en cualquier otro caso

[ es un parametro de escal>0. El rango de la distribucion e[:‘.),w). La media y la
varianza valen:

Media: 8 Varianza: 3

Se dice que una variable aleatoria X no tiene memoria cuando:

P{X>t+4X>4=P{ x>} paratodots 0

donde la probabilidad condicionad%{X >t+ S* X> ﬁ es la probabilidad de que ocurra el evento
{X >t+¢ supuesto que previamente se ha satisfécto> t} .

La distribucion exponencial es la tnica distribucion continua que posee la propiedad de no tener
memoria:

t+s

X >t+ p
P{X>t+s$X>t}:F){F){X>t}S}:et =ef=P{X>g paratodot, 8 0

ehB
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3.2.3- Distribucién Gamma, gammad, 3)

Suele emplearse para modelar el tiempo necesario para completar una tarea, por ejemplo el
tiempo de servicio de un cliente, el tiempo necesario para reparar una maquina, la duracion de la vida
del equipo industrial, etc.

La funcién densidad de probabilidad es:

Dxa_le_ﬁ
_O—- six>0
F(x)=0B°T (a)
Eb en cualquier otro caso

donder(a) es la funcién gamma, definida:

F(Z) = I: t“ et dt para cualquier real z>0 (ver Apéndice).
Se cumple:
[ sia <1
lim f(x)—@)l sia =1
X-0 B

D sia >1

La distribucion de probabilidad acumulada es, en el caso exr ggea un entero positivo:

<)
—X ﬁ

]
F(x):%_eﬁ A six>0
&

J:0 JI
en cualquier otro caso

en el caso en qué no sea un entero positivo no existe una expresion analitica.

Posee un parametro de fornga>0 y uno de escalg3>0. El rango de la distribucién es
[0,00) . La media y la varianza valen:

Media: af3 Varianza: a3*

Si X;, X,,..., X, son independientes distribuid&xpc(ﬁ), entoncesX, + X,+..+ X,
esta distribuida gamma(if). gamma(mf3), con m entero positivo, se llama distribucion m-
Erlang(3).

expo(f3) y gamma(1,8) son la misma distribucion.

La distribucionchi-cuadradocon k grados de libertad es la gamma(k/2,2). Véase Tabla Il.
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3.2.4- Distribucion normal o de GaussN (u,az)

Representa cantidades que son suma de un gran nimero de otras cantidades (en virtud de los
teoremas del limite central).

La funcién densidad de probabilidad es:

1 _(X_/")2
e 20? -00 < X <00

F(x)=

210 ?

Posee un parametro de posici(ﬁnD(—oo,OO) , y un parametro de escala,> 0. El rango en

el cual la variable aleatoria puede tomar vanreé*eg,OO) . La media y la varianza valen:

Media: U Varianza: 0°

La funcién densidad de probabilidad es simétrica respecto al valor de la media,
f(u - X) = f(u + X), y tiene forma de campana, tanto mas estrecha y puntiaguda cuanto menor sea

la varianza. El valor maximo dé (X) ocurre parax = U.

La funcién probabilidad acumulada:

(
F(Xl):P{szl}:.r—X;ngTe 2 G -c0< X, <0

no tiene expresion analitica, debiéndose usar métodos numéricos para evalusdaiaRgue es preciso
X—H

calcular la integral para cada par de valc(]esaz), sin embargo, el cambio de variablgs ——
g

permite hacer la evaluacion independientgde O .

Si X esta distribuidaN (/.1,02), entoncesZ = tiene distribucién normal estandar,

g
N(0,2):
F(x) = P{x < xt =P “H < X“HH- pHy < X“HH-
0o o 0 [

donde:

1 2
W)= e
21T
es la funcién densidad de probabilidht(O,l). En la Tabla Il estan tabulados los valores de la integral

de C&Z) entre 0y z, para z>0.
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Ejemplo. X esta distribuidalN (50,9). Calcular F(56) = P{X < 56}.
De la ecuacion: F(X) = P{X < X} = GJBQH
0o 0O

6-50
bt . F(56) =P\ X <56, =® B=<D2
obtenemos (56) { } o5 E ()

de la Tabla Il vemos que el valor de la integral de la funcion densidad de probaN( entre 0
y 2 vale 0.4772. Por consiguiente, el valor entr® y 2 es 0.5+0.4772=0.9772.

En general, urpunto critico Z, de la variable aleatoria Z se define como aquel valor de la

variable que cumpIeP{ZSZy}:y. Existen tablas de puntos criticos para diversos tipos de

distribuciones de Z. En el caso en que Z sea una variable aleatoria normal estandar, N(0,1), los puntos
y2

Z, se llaman puntos criticos normalesyy= P{Z < Zy} 2dy. Las tablas, para un

_1 o
= okt

valor ¥ de la probabilidad acumulada, dan el valor del punto critjcy viceversa.

y 0.600| 0.700 0.800 0.90p 0.933 0.9p0 0.960 0.p67 0j975 (.980 0.983 [0.987 (0.990| 0.992| 0.994 0.995

Zy 0.253| 0.524 0.842 1.282 1.5¢1 1.6#5 1.751 1.834 1|960 2J.054 2P.127 [2.241 (2.326| 2.395| 2.501] 2.576

Tabla: Puntos criticos normal% , donde Z es la variable aleatoria normal estandar. Corresponde con la Ultima fila de la Tabla I.

Si dos distribuciones normales tienen la misma media, pero la desviacion estandar de una de
ellas es la mitad que la de la otra, habra tanta probabilidad acumulada dentro de un intervalo central de
amplitud L/2 para la primera distribuciéon como dentro de un intervalo central de amplitud L para la
segunda distribucion.

En este sentido, la desviaciéon estdndar de una variable normal mide el grado de concentracion
de la variable aleatoria con respecto a su media. Puesto que la desviacién estandar de una media

muestral X normal mide la concentracion de |26 muestrales con respectofa y puede, por lo
tanto, considerarse como una medida de la precision en la estimacjén €& necesario tomar una
muestra cuatro veces mas grande plagdicar la precision de la estimacion.

Si dos variables aleatorias normales no estan correlacionadas, entonces son independientes.
Esta implicacién no es valida, en general, para el resto de distribuciones.

El teorema del limite centrabstablece que si las variables aleatoris, X,,..., X, son
muestras aleatorias de una misma distribucién de cualquier tipo, de mgdiaarianzacrz, entonces,

si n es un numero suficientemente grande, la variable aleaXoriesta distribuida aproximadamente

distribucio Id dia i 02 N H, -2 H
Oor una distripucion normal ae me varlanza—-, y T .
P y R S

El valor que debe tomar n para poder ser considerado "suficientemente grande" depende de la
precision que se requiera en la aproximacion y de lo parecida que sea la distribucién de las muestras

aIeatoriale, X2,..., X, a una distribucién normal. Si la distribucién es aproximadamente simétrica y
con un pico central, como la normal, quiza con valores de n del orden de 5 sean adecuados. En cambio,

si la forma de la distribucion difiere considerablemente de la normal, por ejemplo, si es exponencial,
puede ser preciso un valor de n mayor que 30 para que la aproximacion sea util.
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3.2.5- Distribucion beta, beta(al,az)

Suele usarse como modelo en "primera aproximacion" en ausencia de datos experimentales.

La funcién densidad de probabilidad es:

Oxe:(1- )™

Si0<x<l1
f(x)=0 B(a,a,)

en cualquier otro caso

donde B(al,az) es la funcion beta, definida:

B(z,2) ZI: (1~ l)zz_l dt para todoz, >0, z, > O reales

y cuyo célculo se basa en la propiedad:

_I(z)r(z)
) T )
Se cumple:
[ sia, <1 [ sia, <1
Ixim)f(x):Eazsial:1 Ixi[r}f(x):Ealsi%:l
sia; >1 B)siaz>1

No existe una expresion analitica general para la distribucién de probabilidad acumulada.

a,>0 ya,>0 , son parametros de forma. El rango en el cual la variable aleatoria puede
tomar valores es [0,1]. La media y la varianza valen:

. al . alGZ
Media;: ——— Varianza: >
a,+a, (a,+a,) (a,+a,+])

Obsérvese que U(0,1) y beta(1,1) son la misma distribucion.

Una variable aleatoria X, distribuidlaete(al,az) en [O,]], puede reescalarse y desplazarse

para obtener una variable aleatoﬁmte(al,az) en [a, b], con los mismos parametros de forma,
mediante la transformacion a+(b-a)X.

Si X esta distribuidabete(al,az) , entonces 1-X esta distribuidzete(az,al) .

La densidad de probabilidad es simétrica respecto a x=0.5 sélo en el casagn=ae.
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3.2.6- Distribucidn triangular, triang(a,b,c)

Suele usarse como modelo "en primera aproximacion" en ausencia de datos experimentales.

La funcién densidad de probabilidad vale:

0 six<a
= 2(x-a) e s
b-a)(c- 9 si a< c
f(x)=0
E(% sic<x b
Six>b

La distribucion de probabilidad acumulada vale:

0 six<a

Si& X ¢

O

O

{o-ake-d

%—& sic<x b
O

A

sib<x

Los pardmetros a, b y ¢ deben ser niUmeros reales, satisfaciéndose a<c<b. a es el parametro de
posicién, (b-a) es el parametro de escala y ¢ es el parametro de forma. El rango en el cual la variable

aleatoria puede tomar valores es [a,b]. La media y la varianza valen:

_a+b+c _ a’+b*+c?- ab- ac- bc
Media: T Varianza: 18

3.2.7- Ejercicio
Representar graficamente las siguientes densidades de probabilidad:
expo(1),

gamma(0.5,1), gamma(l,1), gamma(2,1), gamma(3,1),
N(0,1),

beta(1,1), beta(1,2), beta(2,1), beta(2,2), beta(0.8,0.2), beta(0.2,0.8), beta(0.5,0.5), beta(1.5,5),

beta(5,1.5),
triang(0,1,0), triang(0,1,0.5)
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3.3- Distribuciones discretas

3.3.1- Distribucion de Bernoulli, Bernoulli(b)

La variable aleatoria es el resultado de un experimento con dos Unicos posibles resultados. Por
ejemplo, una variable aleatoria de Bernoulli(b) puede representar el hecho de que un evento suceda o no,
si la probabilidad de que suceda es b. En este caso, el espacio muestra seria {no sucede , sucede}. La
variable aleatoria asocia un nimero a cada uno de los elementos del espacio muestra: si no sucede, X=0,
y si sucede, X=1. La funcién de probabilidad asocia un nimero (probabilidad) a cada uno de los posibles
valores de la variable aleatoria: asocia (1-b) a X=0y b a X=1.

Suele emplearse para generar otras variables aleatorias discretas, como la binomial, la
geomeétrica y la binomial negativa.

Supongamos que una variable aleatoria de Bernoulli(b) representa el hecho de que en el
experimento suceda un evento (X=1) o no (X=0), por ejemplo, el experimento consiste en lanzar una
moneda y el evento en que salga cara. La probabilidad de que el evento suceda es b (en el ejemplo de la
moneda, b=0.5) . Supongamos que repetimos el experimento el nimearcedengcesarias hasta que
sucede el evento. Entonces, el nimero de experimentos "fallidos" antes del primero en que sucede el
evento es una variable aleatoria discreta con distribucion geométrica de pardmetro b.

Si repetimos el experimento hasta que suceda el evento un determinado nimero entero s de
veces, entonces el numero de intentaflitios" (en que no sucede el evento) antes de que produzca el
evento s-ésimo es una variable aleatoria de distribucion binomial negativa con parametros sy b.

El nimero de eventos que suceden en s experimentos, donde la probabilidad de que se produzca
el evento en cada experimento es b, es una variable aleatoria de distribucion binomial. De esto se deduce
que la distribucion de Bernuilli(p) es un caso especial de la binomial, ya que es idéntica a la binomial
con s=1y con el mismo valor de p.

La funcién de probabilidad es:
-b six=0
p(x) = Ep six=1

en cualquier otro caso

La funcién de distribucion acumulada es:

[0 six<0
F(x)=H-b si0c x<1
Ei six 1

El parametro b debe estar comprendido en el intervalo (0,1). El rango de valores que puede
tomar la variable aleatoria es {0,1}, es decir, puede valer 0 6 1. La media y la varianza valen:

Media: b Varianza: b(1-b)
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3.3.2- Distribucién uniforme discreta, DU(i,j)

La variable aleatoria es el resultado de un experimento con varios posibles resultados, todos
ellos igualmente probables. Suele emplearse como modelo en "primera aproximacion" para una cantidad
entera que varia entre los enteros i y j (i<j) y sobre la cual no se tiene més informacion.

La funcién de probabilidad es:

O 1 : . :

O—— sixJ{i,i+1,...,]}
p(x)=0j -1 +1

Eb en cualquier otro caso

La distribucion de probabilidad acumulada es:

[0 Six<i
F(x)zg%lﬂL Sii< X< |
nl-1+1

donde [X[Jnota el mayor entero menor o igual que x.

Los parametros i y j son enteros. i es el parametro de posicion. El rango de la distribucion son
los valores {i,i+1,...,j}. La media y la varianza son:

(j-i+1)°-1

LS .
Media: —— Varianza:
2 12

3.3.3- Distribucion binomial, bin(t,b)

Numero de eventos que se producen en t experimentos de Bernoulli (experimentos con 2
posibles resultados: sucede el evento o no) independientes, donde la probabilidad de que suceda el evento
en cada experimento es b.

Tipicamente surge una distribucion binomial cuando estamos interesados en el ndimero de
miembros de un grupo de individuos, elegido aleatoriamente, que poseen cierta caracteristica. Por
ejemplo, el nimero de personas, de un grupo de 1000, que simpatizan con cierta idea politica, el nimero
de piezas defectuosas que se encuentran en una caja de 200 piezas, el nletegle\se obtiene
cara si se lanza 10 veces una moneda, etc.

En todos los casos se satisfacen 3 condiciones:

- cada individuo tiene la misma probabilidad de poseer la caracteristica.

- el hecho de que un individuo posea la caracteristica es independiente del hecho de que otro la
posea. El hecho de saber que ciertos individuos posean la caracteristica no nos ayuda a decidir

si otro individuo en concreto la tiene.

- el numero de individuos es fijo y conocido a priori.



71

En general, dada una muestra aleatoria de t individuos, cada uno de los cuales tiene una
probabilidad b de poseer la caracteristica, si la variable aleatoria de interés X es el nimero de individuos
de la muestra que poseen la caracteristica, entonces se dice que X tiene una distribucién binomial con
parametros ty b, bin(t,b).

La funcién de probabilidad es:

p(x) = Eﬁ(ﬁox(l‘ b) ™ six0{0,1,.k
2!

en cualquier otro caso
donde el coeficiente bi g defi aQ t!
onde el coeticiente binomi se aefline: =
%(H B(H x!(t - x)!

La distribucion de probabilidad acumulada es:

0 six<0
0

F(x)=0 ﬁﬁ]i(l— b)” Sk x t

1:0

H six>t
donde [X[Jnota el mayor entero menor o igual que x.

t es un entero positivo D(O,]). El rango de valores que puede tomar la variable aleatoria es
{0,1,...,t). La media y la varianza valen:

Media: tb Varianza: tb(l— b)

Veamos unos ejemplos:

Si un dado perfecto se lanza 5 veces, ¢cual es la pidddide que en 2 tiradas salga un 1?.
En este caso el evento consiste en obtener un 1, b=1/6 el nUmero de experimentos es t=5 y el nimero de
eventos debe ser x=2. La probabilidad es:

vo- A1 - Ao

Calcular la probabilidad de conseguir por lo menos 2 dianas en 20 disparos hechos contra un
blanco, si la probabilidad de hacer diana en un solo disparo es 0.1. En este caso b=0.1, t=20, con lo cual
la probabilidad es:

P{X22}=1- 00~ H)=1- R )= 0608

Si el nimero de pruebas t es grande, los calculos que conlleva el aplicar la formula de la
probabilidad se hacen muy largos, con lo cual, en estos casos, seria Util disponer a una aproximacion
conveniente de la distribucion binomial. Para t grande hay dos funciones de densidad que se aproximan
mucho a la distribucion binomial: una cuando b (probabilidad de que suceda el evento en 1 experimento)
es muy pequefia (Poisson) y otra cuando no lo es (normal).
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Si la probabilidad b de que suceda el evento en un experimento tiende a cero mientras que el
nimero de experimentos, t, tiende a infinito de una forma tal que la medidt permanezca
constante, la distribucién binomial se aproxima a la distribucién de Poisson con Anedianque la
distribucién de Poisson se ha introducido por medio de su propiedad de aproximarse a la binomial, es un
modelo muy Util para tratar ciertos tipos de problemas no relacionados con la binomial.

Si X representa el nimero de eventos acaecidos en t experimentos independientes, donde b es la
probabilidad de que suceda un evento en un experimento, entonces la proporcion de eventos, X/t, tendra

b(1- b)

una distribucién aproximadamente normal, con mediz b y desviacion estandaw = .| ——,

si t es suficientemente grande.

Esto es equivalente a considerar que la binorbim(t, b) puede aproximarse por la normal

N(tb, tdl— kj) . La aproximacion suele considerarse aceptable si se cibhpl&.

3.3.4- Distribucion geométrica, geom(b)

Si repetimos un experimento de Bernoulli hasta que sucede el evento, el nimero de
experimentos "fallidos" antes del primero en que sucede el evento es una variable aleatoria discreta con
distribucién geométrica de parametro b. Por ejemplo, el nimero de personas preguntadas de un grupo de
1000 antes de encontrar una que simpatice con determinada idea politica, el nUmero de piezas revisadas
de una caja de 200 antes de encontrar una defectuosa, el nUmero de lanzamientos de la moneda antes de
gue salga cara, etc.

La funcién probabilidad es:

p(X) = g(l‘ b)* six0{0,1,}.

en cualquier otro caso

La distribucion de probabilidad acumulada es:

A-(1-b)"™ sixz 0
F(x)=0 (-5) _
D en cualquier otro caso

El pardmetro b debe tomar un valor en el intervalo (0,1). La media y la varianza valen:

. 1-b ) 1-b
Media: — Varianza:—;
b b
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3.3.5- Distribucién negativa binomial, negbin(s,b)

Si se repite un experimento de Bernoulli hasta que suceda el evento un determinado ndamero
entero s de veces, el nimero de intentallidbs" (en que no sucede el evento) antes de que produzca el
evento s-€simo es una variable aleatoria de distribucién binomial negativa con pardmetros s y b. Por
ejemplo, el nimero de personas preguntadas de un grupo de 1000 que no simpatizan con una
determinada idea politica antes de encontrar a s que si simpaticen, el nimero de piezas buenas revisadas
de una caja de 200 antes de encontrar s piezas defectuosas, el nUmero de lanzamientos de la moneda en
gue sale cruz antes de que salga cara s veces, etc.

La funcién probabilidad es:

p(x) = Sﬁf X_lﬁ“s(l‘ b sx3{ 01}
al

en cualquier otro caso

La distribucion de probabilidad acumulada es:

e+ - sf1_ K\® .
F(x):D,:OH lﬁo(l b’ sixz0

B) en cualquier otro caso

S es un entero positivo P D(O,l) . La media y la varianza valen:

Media: M Varianza:y

b

La distribucion geométrica es un caso especial de la binomial negativa, ya que geom(b) es la
misma distribucién que negbin(1,b).

3.3.6- Distribucion de Poisson, Poissof()

La distribucién de Poisson surge normalmente cuando estamos interesados en el nimero de
eventos aleatorios que suceden en un intervalo fijo. Son problemas en que una variable aleatoria se
distribuye a lo largo del tiempo o del espacio. Por ejemplo, el numero de llamadas recibidas en una
centralita telefénica durante un periodo de 30 segundos, el nimero de pequefios defectos de fabricacion
encontrados en una fibra de vidrio de 1 km. de longitud, el nUmero de meteoritos encontrados en una
hectarea de tierra desierta.

En todos los casos, las condiciones necesarias para que se trate de una distribucion de Poisson
son:

- los eventos de interés deben ocurrir independientemente unos de otros.

- la probabilidad de que suceda un evento en un intervalo depende de la longitud del intervalo y
no de su posicion.
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La funcién probabilidad es:

-A yX
=t Lo
B en cualquier otro caso

La distribucion de probabilidad acumulada es:

%O six<O0
F(X):D_ADXDA_i

2

1:0 I!

six 0

El pardmetroA , mayor que cero, es la media y la varianza de la distribucién.

Como ejemplo supongamos que se sabe que la cifra media de llamadas que recibe una central
telefénica es 5 por minuto. Si la central puede manejar un maximo de 8 llamadas por minuto. ¢Cual es
la probabilidad de que sea incapaz de manejar todas las llamadas que le lleguen en un minuto?. La
probabilidad deseada puede obtenerse calculando la probabilidad de recibir 8 0 menos llamadas y
después restando esta probabilidad de 1. Tomard® en la distribucion de probabilidad acumulada:

P{X<8 =F(®8)= e‘sii =0932

1.0 1!

y la probabilidad de que la central telefénica sea desborddaé)is> 8} =1-0932= 0068

3.3.7- Ejercicio

Representar gréficamente las siguientes funciones de probabilidad: Bernoulli(0.6), DU(0,5),
bin(5,0.1), bin(10,0.1), bin(5,0.5), bin(10,0.5), geom(0.25), geom(0.5), neghin(2,0.5), negbin(5,0.5),
Poisson(0.5), Poisson(1), Poisson(2), Poisson(6).
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3.4-Distribuciones empiricas

En algunas ocasiones, puede ser necesario usar los propios datos aleatorios ¢xigsrenesi
para definir directamente una distribucién, llamada distribucién empirica, en vez de ajustar una
distribucion tedrica a los datos experimentales.

Los tipos de distribuciones empiricas que pueden definirse para variables aleatorias continuas
dependen de si disponemos de los datos originales de las observaXongs,,..., X, , o bien sélo

disponemos de un histograma de los datos, es decir, del nUmero de datos que caen dentro de cada uno de
una serie de intervalos especificados.

Si se dispone de los datos originales, puede definirse una funcion de distribucién de
probabilidad acumulada F continua y lineal a tramos. Para ello deben ordenarse 10§;datosrden

creciente. Notaremo§((i) la i-ésima menor muestra, es dec)(,(l) < X(z) <.< X(n). Entonces, F

viene dada por:

Eb Si x@x
i— X=X,
F(x)= %I Ly 0 Si Xy X< Xy, parai=12,.,n
-1 (n_l)(x(i+1) - X(.))
% aix(n)X
F(x) Caso n=4

v

X(2) X (3) X (a) X

Una desventaja de este tipo de distribucién empirica es que las variables aleatorias generadas
durante la simulacién no podran tener valores menores)Qweni mayores queX(n) :

Si se dispone de los datos agrupados en forma de histograma debe seguirse otro método, ya que
no de dispone de los valores individuales @€, X,,..., X . Supongamos que los datos

experimentales, X, X,,...,X,, estdn  agrupados en k intervalos  adyacentes
[ao, al),[al, az),...[ q_l,q), de modo que el intervalo j-€simo contiene observaciones, con lo

cual n, + n,+..+n = Nn. Normalmente lasa; estan equiespaciadas, si bien, no imponemos esa
condicion.
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Puede definirse una posible funciéon de distribucion de probabilidad acumulada, G, lineal a
tramos, asignando:

G(a,)=0 G(aj):% paraj1,2,... k
Interpolando linealmente entre |& definimos:
ED six<a
G(X) = DG( L)+ X 21[ (a))- ofa. )] sig, < x< g parajL,2,....k
H Sk

Igual que en el caso anterior, las variables aleatorias generadas mediante estas distribuciones no
pueden tomar valores menores dqeni mayores qued, .

F(x) Caso k=3

A

v

Estos dos métodos son sdélo dos de los muchos posibles para definir distribuciones empiricas de
variables aleatorias continuas. Existen gran variedad de métodos, entre ellos los que introducen en uno o
a ambos lados una "cola exponencial" para eliminar el problema de la acotacién en los valores de la
variable aleatoria.

Cuando los datos son discretos, y se dispone de ellos, es muy sencillo definir una distribucion
empirica: para cada posible valor x puede definirse la probabilidad p(x) como la proporcion de lo datos
gue son iguales a x.

Cuando los datos son discretos, pero se dispone de ellos agrupados en forma de histograma,
puede definirse una funcion distribucién tal que la suma de las p(x) sobre todos los posibles valores de x
en el intervalo sea igual a la proporcion de las medidas que se encuentra en el intervalo. Es arbitrario
como se asignan valores a los p(x) de los posibles x en el intervalo.
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3.5- Desplazamiento y truncado de las distribuciones

Algunas de las distribuciones continuas (exponencial, gamma, etc.) tienen[ﬂa,ag)n Con

lo cual, si X tiene cualquiera de estas distribuciones, puede tomar valores positivos arbitrariamente
pequefios. Sin embargo, es frecuente que X represente el tiempo necesarialiparaura tarea (tal

como el tiempo de servicio a un cliente), y es imposible que ésta pueda realizarse en un tiempo inferior a
uno dado. Por ejemplo, en un banco, posiblemente sea imposible atender a un cliente en menos de 30
segundos. Esto debe reflejarse en las observaciones experimentales recogidas del tiempo de servicio. Asi

pues, en realidad:’{ X<30 SegundQS= 0, sin embargo, la distribucion ajustada estandar puede

gue tenga una probabilidad distinta de cero de que el tiempo de servicio sea inferior a 30 segundos.
Como vemos, es conveniente realizar modificaciones en estas distribuciones para que se ajusten a la
realidad mas fielmente. Hay, al menos, dos posibles modos de realizar esta modificacion.

El primer método consiste en desplazar la distribucién cierta distancia hacia la derecha. Por
ejemplo, la funcion densidad de probabilidad de la distribug&mmda, 3), desplazada hacia la

derecha una cantidag > O, obtenida sustituyendo x p@( - y), es:

Xy
E(x -y) e f

Si X >
B BT (a 4
=Y en cualquier otro caso

Si se emplea una distribucion desplazada, el parametro de pogiciebera estimarse de la

misma manera que los demas. Para la exponencial desplazada, es facil fasﬁnaempleando el

método de méxima verosimilitud, sin embargo, para la distribucion gamma es preciso emplear métodos
numeéricos para estimar los 3 parametros.

El segundo método consiste en truncar la distribucidon de alguna manera. Si f es la densidad
gammda, 3) sin desplazar, sea:

a(y) =I: f(x)dx
que es menor que 1 §i > 0. Entonces, se define:

f

Ol

X

(v)

N
N—

Si X >y

I

f(x)=

g

en cualquier otro caso

f(v)

de modo que la densidafl” (X) es discontinua erX =y, saltando de 0 aﬁ . Dependiendo de
aly

los datos, una distribucion desplazada proporcionara mejor ajuste que una truncada o viceversa. En este
caso, igual que en el anterior, la estimayd@uede ser problematica.

Un método practico, aunque no riguroso, de especjficas mediante la inspeccion visual a
partir del histograma de las observaciones experimentales.



