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4- Inferencia estadistica y contraste de hipétesis

La inferencia estadistica estudia el proceso inverso a la teoria de probabilidades. La teoria de
probabilidades estudia, conocidas las caracteristicas de la poblacion, la probabilidad de obtener una
determinada muestra de la misma. La inferencia estadistica pretende, dadas las frecuencias observadas
de una variable en una muestra, inferir las caracteristicas de toda la poblacion.

La poblacion es el conjunto de elementos en que se estudia una determinada caracteristica.
Frecuentemente no es posible estudiar todos ellos y se escoge una parte de ellos: una muestra. Las
conclusiones acerca de la poblacion extraidas a partir de la muestra soriamensainciertas, ya que
la muestra es sélo una pequefia parte de la poblacion.

4.1-Estimacion

4.1.1.- Intervalo de confianza para la media de una distribucion normal

Sean X,,..., X,, variables aleatorias 11D con medja y varianzao? > 0, ambas finitas. En
esta seccion discutiremos comdiraar un intervalo de confianza pafd con el % de confianza
deseado.

La interpretacion del intervalo de confianza es: si se construyen muchos intervalos con el
10q1— a)% de confianza, basado cada uno en un conjunto de n observaXones, X, 1D, con

n suficientemente grande, la proporcion de estos intervalos de confianza que copltim;e(h— a) .

Para comprender el método de estimacion del intervalo de confianza para la phedia

supongamos que se toman M muestras, de n elementos cada una, de una disNi()Uc'@).

— > Muestral

— > Muestra 2

N(u.0)

— > MuestraM

Si se calcula la media de cada muestra de n elementos, se obtienen M)_(:i\lo)_@s...,XM :

La media de una muestra que se toma de una poblhd:(@n G) es una variable aleatoria distribuida,

o 0 o0 S i
de acuerdo con el teorema del limite centMEU,—\/—H. Por tanto, las mediaX,, X,,..., X,, estan
n

distrib 'dasND o
istribui ——0.
H 7t

X O NEU,%E es equivalente a XK 0 N(0,)
n

=
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Si sustituimos en esta Ultima expresi@h por su estimador,S=

variable aleatoria resultante no esta distribuida normalmente, sino de acuerdo a la distribucién t de
Student con n-1 grados de libertad. Esto es:

X-u
2-Eo Ny

i

X-u

S

La distribucién t de Student es simétrica respecto al origen, es menos picudaNq(@;])ay

tiene las colas mas largas que ésta. Se cumple: T, 01> N(O,’l.)

El punto criticot, , es el valor de la variable aleatorly , distribuida t de Student cou

grados de libertad, que cumple: P{Tv < tv,x} = X . Dado que la distribucion es simétrica respecto

del origen, los puntos criticos cumplen: —t,, =t,, . Ver Tabla|.

De lo anterior se deduce que la probabilidad de que la variable aleafogi# tome valores

7

O O O O
enelintervalol+t  _,t _Oesigualal-a).Esdecir,t ,,t _Oes un intervalo
E n-1,1-— n-11— E E n-1,1-— n-11—
2 2 2 2

de confianza del0Q(1- )% para la variable aleator'ras— :

7

a a a
N1 n-1,1-— n-11—
2 2 2
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Operando obtenemos el intervalo de confianzal@é( 1- a)% para :

t <Y—u — s
27 s 1—% \/ﬁl—%

vn

N
|

Resumiendo todo lo dicho:

Si X,,..., X, son variables aleatoriamrmales|ID de media 4 y varianzaog? >0, la
variable aleatoria t, calculada de la forma:

_X-p
_\/?2
n

tiene una distribucion t de Student con n-1 grados de libertad y el intervalo:

2

= S
Xt o>
112\ N

es un intervalo de confianzxacto(para cualquier n>1) delO(Xl— a)% para U, donde

t

a

a
t es el punto criticd. — E de la distribucién t con n-1 grados de libertad (ver Tabla I).
n-1,1-—

2

Ejemplo. Supongamos que hemos realizado n=10 observaciones [ID de una distribucion
normal N(u,a) de media y varianza desconocidas:

0.202, 0.498, 0.680, 0.888, 0.486, 0.089, -0.048, 0.583, 0.553, -0.497
Se desea construir un intervalo de confianza del 90% jgara
1001-a)=90 -~ a =0.1
De los datos experimentales calculamos:
X=0343; < =0167

con lo cual el intervalo de confianza es:

2
it @ 0343 183@/()'#67: 0343¢ 0237
’ 10 10

donde el valor dd, ;45 se ha tomado de la Tabla I. Asi pues, podemos decir con un 90% de confianza

que U se encuentra en el interve{lﬁ.lOG Q 58@).
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Hemos visto como obtener el intervalo de confianza para la media de una distribucién normal.
Supongamos ahora que deseamos calcular el intervalo de confianza para la media de una distribucién no

normal.

Supongamos una distribucion cualquiera de megdiay varianzag? de la cual tomamos n
observaciones independienteX,,..., X,. El teorema del limite central afirma que si n es

suficientemente grandéa media de estas observacioneX,, es una variable aleatoria distribuida
g ol : . . : L .
NEJ’TH' El teorema sigue siendo vélido si sustituimaE® por la cuasivarianza,
n
n
—\2
S (% - X)
1

2 = '—1 Esto es: si n esuficientemente granda media de estas observacion#s, es
n f—

S

iable al t'd't'b'd}siD s 4
una variaple aleatoria distripul y T — -
H: 7t

2
. N ) N2 IS

Esto nos permite construir el intervalo de confianza garaomo X £t o1/~ » aungue
n-11-—\ n

la distribucién no sea normal, siempre y cuando nssg@ientemente grandeComo vemos, si la
distribucién no es normal, el intervalo de confianza es sélo aproximado en términos de recubrimiento.

4.1.2- Intervalo de confianza para la varianza de una distribucion normal

Supongamos que deseamos estimar la variaiizade una variable aleatoria distribuida

N(u,a) a partir de un conjunto de n observaciones independiefifes.., X, .
A partir de estas observaciones podemos calcular los estimadores de la media y de la varianza:
n n
=\2
S X S (X - X)
1

Y:I Szzlzl
n n-1

Puede demostrarse que la variable aleatoria

(n—:2L)52 _ imxi - xg
o [N o D

|

n-1)s?

esta distribuida chi-cuadrado con n-1 grados de libertad=——— [ )(f_l.
o
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n-1s
La probabilidad de que el valor de la variable aleat&‘i-azL se encuentre en el intervalo
(o)

O

U
8(:_1,, ,Xn o Les igual al-a), donde)(fyy satisfaceP{ 2< sz,y} =y . Ver Tabla IV.

2
— _1'1_7
2 2

Operando, podemos obtener el intervalo de confianz&(ﬁﬂll— a) paran:

N N S LR T
"2 o 2 Xn—l -2 Xn—l a
o 2

Ejemplo. Un laboratorio, para determinar la concentracién de una sustancia toxica disuelta en
el agua residual de un proceso quimico, toma 16 muestras. Supone, en base a la experiencia, que la
concentracion esta distribuida aproximadamente de forma normal. Los resultados del andlisis, en
miligramos por litro, son:

5.176| 5.075 4.694 4.889 4.920 4.929 4.800 5.216
5.157| 4.986] 4.790 4.81p 5.207 4.996 5.166 4.972

La ley determina que el maximo permitido es de 5.1 mg/l. ¢ Se puede afirmar con una confianza del 95%
gue este proceso cumple la normativa?. Dar un intervalo de confianza del 95% para la desviacion tipica.

Solucién. Calculamos los estimadores de la media y de la desviacién estandar:

X =4.986mgl/l s=0166mg/ |

los intervalos de confianza del 95% para la media y la varianza son:

2
_ 1
X £t ,/% = 4986+ 213 % = 4986+ 0088 - 4.898< < 5.074
n—l,l—E

(n-1)¢ col< (n:]) g (150166 col< (190166

X2 . x? . 27488 ~ 626

n-1,1-— n-1,—
2 2

-~ 0.015¢ 0% <0.066

Dado que el intervalo para la media no incluye 5.1 mg/l podemos afirmar con una confianza del
b qu u iva.
95% que el proceso cumple la normativa
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4.1.3- Intervalo de confianza para la proporcion de una distribucién binomial

Una variable aleatoria discreta X esta distribuida binomialmente cuando representa el nimero
de eventos que se producen en n experimentos independientes de Bernoulli (experimentos con 2 posibles
resultados: sucede el evento o no), donde la probabilidad de que suceda el evento en cada experimento es

p. EntoncesX L[] bin(n, p) La probabilidad p recibe el nombre de proporcion.

Supongamos, por ejemplo, que en una poblacién de N bolas (N muy grande) la proporciéon de
bolas negras es p. Las bolas pueden ser o blancas o negras. Se desea estimar la proporcion p de bolas
negras. Para ello se extrae una muestra de n bolas de la poblacién. El tamafio muestral n es n<<N, con
lo cual podemos considerar que, pese a no reponer la bola a la poblacién tras examinarla, el nimero de

bolas negras de la muestra, r, esta distribuidol] bin(n, p). La aproximacion
r N(npm/ nr(l— p)) suele ser aceptableBp> 5.

A partir de la muestra podemos estimar la proporcion de bolas negras de la poblacién:

n

o)

donde r es el nimero de bolas negras de la muestra y n el nimero total de bolas (blancas + negras) de la
misma. El estimador de la proporcién es una variable aleatoria cuya distribucidp,>sb, puede
aproximarse:

o))
I

de donde:

p-p
p(1- p)
n

O N(0)
lo cual permite construir un intervalo de confianzal@d 1- a)% para la proporcion, ya que:

PFz <

donde los puntos criticog, son aquellos que cumpIdﬂ{Zs Zy} =y conZl N(O,]).

z =1-a

N
NI
I O Y

R

El intervalo de confianza es d]aO(( 1- a)% para la proporcion:

o p-p)_ .. |p(-p)
p z% - <p< +z% -
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4.2-Contraste de hipétesis paramétricas

Una hipétesis estadistica paramétrica es una suposicion acerca del valor de uno o mas
parametros de un modelo estadistico. Por ejemplo, que la media de una distribucién tenga un
determinado valor, que dos distribuciones tengan la misma varianza, etc.. El contraste de la hipotesis es

un proceso para establecer Hidez de la misma y se realiza a partir de una mueégraX,, ..., X,
de la distribucion.

En general, se sigue el convenio de llamar hipétesis nula y ndtirla aquella que tratamos
de comprobar. La hipétesis alternativa se nidta Por ejemplo, supongamos que la distribucién de una

variable aleatoria X es una funcion conoci(ﬂ%(X,B) dependiente del pardmetr@. Se desea
contrastar la hipétesi@ = 8, frente a la hipétesié # 6,, dondef, es una constante. Se notarfa:

H,: 6=6,
H: 6%6,

El propésito del contraste de la hipétesis no es determindd sio H, son ciertas, sino

establecer si existe evidencia suficiente paraazmhH . Los términos “aceptar” y “rechazar” deben

ser interpretados en este contexto. Asi, no rechazar la hip6tesis nula no significa haber demostrado que
es cierta, sino significa que no hay evidencia suficiente en la muestra para afirmar que es falsa.

La metodologia del contraste de hipotesis paramétricas es:

1.- Establecer las hipétesis: defirfit, y H, .
2.- Determinar una medida de la discrepancia entre la mu&sty,,..., X, y la hipétesis

nula. Esta medida, que notaremdé@o, Xirees Xn) debe ser funcion de la muestra y del

parametrog .

3.- Determinar para que valor de la discrepandig, se rechaza la hipétesis nula:
d(BO, Xirees Xn) < d no hay evidencia para rechazd,
d(BO, Xiyeens Xn) > d, se rechazaH,,

4.- Tomar la muestra y aplicar el contraste.

Al realizar el contraste de una hipétesis pueden cometerse dos tipos de errores:

Error de tipo t rechazarH, cuando es verdadera.
Error de tipo I no rechazarH, cuando es falsa. Supone rechazar la hipétesis
complementariaH, , que es verdadera.

Se definen las probabilidades de cometer estos errores:

a= P{Error tipo } = P{ Rechazar H B verdad}:ra
B= P{ Error tipo II} = P{ No rechazar H H fal}a

donde:
a se llamanivel de significaciérdel test. Lo fija el experimentador.

B se llamacaracteristica de operaciodel test. Depende de la forma dd, y suele
ser desconocido.
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Al determinar para qué valor de la discrepandig, se rechaza la hipétesis nula se esta fijando
en nivel de significaciona del test. Para un tamafio muestral n fijo, la reducciéilr deonlleva el
aumento def3. Aumentando el tamafio muestral puede redugise

La probabilidad de rechazdd, cuando es falsa:
P=1-pB= P{ Rechazar |51 ) fals}a

recibe el nombre dpotencia del testParaa y H, fijas, la potencia del test sélo puede aumentarse
aumentando el tamafio muestral n. Dado que la potencia del test puede ser pequefia y desconocida para
nosotros, prudentemente suele decirse que el test “no rechaza” (en vez de "&tgptadndo t no cae

en la region critica. Cuando la hipétestl) no es rechazada por el test, generalmente no sabemos con
que probabilidad podemos afirmar gk, es cierta.

4.2.1.- Respecto a la media de una distribucién normal

Supongamos que se toma una muestra de una distribdkli(’qﬁ,a) consistente en n
observaciones independienté(sl, ..., X,,. Se desea contrastar:

Hot U=
Hy: u#
donde U, es un valor fijo. Intuitivamente, cabe pensar que si la distancia entre la media y su estimador

es grande|)_( - u0| , ser& poco probable qud, sea cierta.

Para realizar el testenestamos un estadistico (una funcién de la mueskg..., X, y de
U,) cuya distribucién sea conocida cuanidg sea cierta:

X = Hy
2

ﬁ

s’ . .
«1/— €s un intervalo de confianza del
n—1,1—E n

Si H, es cierto (sit = l,) el estadisticot = tiene una distribucion t de Student

con n-1 grados de libertad y)_(it

1001~ a)% parall,.

El modo de contrastar la hipotesis es:

1.- A partir de la muestra, construir un intervalo de confianzé@il— a)% para la media.
2.- Examinar sill, se encuentra dentro del intervalo.

Si U, esta dentro del intervalo, no hay evidencia para rechazar la hipdtesis nula.
Si esta fuera, se rechaza la hipoétesis nula.
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La condicion de qugl,, este dentro del intervalo de confianza es:

5 _
- s - S X -
X -t SepsX+t > o 4 <Ry
n-1, 1— n —1,1—5 n n-l'lE iz n-1,lE
n
n-112 n-112
2 2
Con lo cual, para realizar el contraste de la hipétesis debe evaluarse
t = X~ H
SZ
n
y decidir de acuerdo con:
>t , serechazaH
. D n-1 l-E
si|f O
t , noserechazaH
n-1,1—
2
. _ O Il
La porcién de la recta real que corresponde al rechazo de la hlddt@s@(:M >t 0
n-1,1—
20

se llamaregion critica del test

El nivel de significacionr del test, que es la probabilidad de que el estadistico t caiga en la
region critica del test siendl, verdadera (proporcién de los intervalos de confianza que no contienen

a la media, esto es, probabilidad de que un intervalo de confianza no contenga la media) es escogido por
el experimentador. Normalmente se suele escoger un agiveégual a 0.05 6 0.1. Por ejemplo, si

o =0.05y el test rechazhl ,, podemos estar seguros en un 95% de haber tomado la decisién correcta.

Ejemplo. Se ha tomado una muestra consistente en 10 observaciones de una distribucién
normal N(u,a) de media y varianza desconocidas:

0.202, 0.498, 0.680, 0.888, 0.486, 0.089, -0.048, 0.583, 0.553, -0.497

Hy:u=0
Se desea comprobar la h|p0te3|sH £0 con nivela = 0.1.
Calculamos
X No _0343-0

10167
10
y de la tabla I, obtenemadk, ;45 = 1833. Como|t| > 15 005 l@ hipGtesis tiene una probabilidad del
90% de ser falsa. Rechazamos la hipétesis.
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4.2.2.- Respecto a la varianza de una distribucién normal

Supongamos que deseamos contrastar la siguiente hipétesis acerca de la varianza de una
variable aleatoria distribuid® (u, G) ;

2 — g2
H,:0° =0,
.2 2
H:0° # 0]

Para ello se toma una muestra n observaciones independintes.,Xn, de la cual se
calcula el estimador de la varianza:

5 (x - %)

Sf=

n-1

El estadistico (una funcién de la muesig, ..., X, y de 05), cuya distribucion es conocida
cuandoH, sea cierta, es:

n-1)s’
—2) O x/., tiene el intervalo de
GO

Si H, es cierto (sio” =0?) el estadistico

confianza dell0Q(1- a)%:

Xz < (n_l)sz < y2
n—l,% - 002 T M

Con lo cual, para realizar el contraste de la hipétesis debe evaluarse

, _(n-1¢
XO - 0.02

y decidir de acuerdo con:

D D 2 2 D
x® ..X° .0 hoserechazaH
o0 0"
SIXo U
o, , 0O
EJDY ' X~ o0 serechazaH
0 n_lE n—ll—E 0
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4.2.3.- Respecto a la proporcién de una distribucion binomial

Consideremos de nuevo la poblacién de N bolas blancas y negras (N muy grande) donde la
proporcion de bolas negras es p. Se desea contrastar la hipétesis:

Para ello se extrae una muestra de n bolas de la poblacién. El tamafio muestral n es n<<N, con
lo cual podemos considerar que, pese a no reponer la bola a la poblacién tras examinarla, el nimero de

bolas negras de la muestra, r, esta distribuidol] bin(n, p). La aproximacion

rd N (np,wl nr(l— p)) suele ser aceptable Bp> 5.

El estimador de la proporcién es una variable aleatoria cuya distribucié ®i5, puede

aproximarse:

[ -pU p-
p :L 0 NDp, MD, con lo cual: Z= . O N(O,l)
- YV 0§ plL-p)
n

Para realizar el contraste debe calcularse

_ f)_ Py

e

y decidir de acuerdo con:

%zo| < z, no hay evidencia para rechazay H
2

%20| >z, serechaza H
O 2



