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5.- Seleccién de las distribuciones de entrada

5.1- Eleccidén de la familia de distribuciones

El primer paso en la seleccion de la distribucion de entrada es decidiramiléa fde
distribuciones (exponencial, gamma, normal, Poisson, etc.e¢gaer mas apropiada, sin preocuparse,
de momento, de los valores en concreto que deben tomar los parametros de la distribucion. En esta
seccion se describen métodos generales que pueden servir de ayuda a la hora de esaogka geé f
distribuciones usar para generar una variable aleatoria particular en una simulacion.

5.1.1- En base al conocimiento teérico

En algunas ocasiones se dispone a priori del conocimiento suficiente acerca de la variable
aleatoria como para poder seleccionar la distribucion o al menos para poder descartar algunas otras. Esto
se hace sobre la base de conocimientos tedricos y necesania ninguna medida experinarpara
ello. Para ello es conveniente tener en mente las caracteristicas de las distribuciones que hemos visto:

Distribucion uniforme U(a,b)es equiprobable que X tome cualquier valor en el intervalo [a,b].

Distribucion exponencialsuele ser un modelo apropiado para intervalos entre eventos de
interés o tiempos de espera hasta que ocurra un evento.

Distribucion gammasuele emplearse para modelar el tiempo necesario para completar una
tarea.

Distribucion normal el teorema del limite central induce a suponer que una distribucion
normal sera apropiada cuando las observaciones se construyan a partir de sumas o promedios de
variables aleatorias independientes entre si y tales que cada una de ellas realiza una pequefia
contribucion a la suma.

Distribucion de Bernoullisi la variable aleatoria representa el resultado de un experimento con
dos Unicos posibles resultados (experimento de Bernoulli).

Distribucion uniforme discretasi la variable aleatoria es el resultado de un experimento con
varios posibles resultados, todos ellos igualmente probables.

Distribucion binomial surge cuando estamos interesados en el nimero de miembros de un
grupo de individuos que poseen cierta caracteristica. El grupo de individuos ha sido escogido
aleatoriamente y posee un tamafio fijo y conocido a priori. Cada individuo tiene la misma
probabilidad de poseer la caracteristica. El hecho de que un individuo posea la caracteristica es
independiente del hecho de que otro la posea. El hecho de saber que ciertos individuos posean
la caracteristica no nos ayuda a decidir si otro individuo en concreto la tiene.
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Distribucion geométrica surge cuando estamos interesados en conocer el numero de
repeticiones de un experimento de Bernoulli que deben hacerse hasta que se da uno
determinado de los dos posibles resultados.

Distribucion negativa binomial surge cuando estamos interesados en el numero de
experimentos de Bernoulli "fallidos" antes de que se de un determinado nimeesi@ o
determinado de los dos posibles resultados.

Distribucion de Poissansurge normalmente cuando estamos interesados en el niamero de
eventos aleatorios que suceden en un intervalo fijo.

Veamos dos métodos gréficos para seleccionar el tipo de distribucion apromssspramasy
graficas de probabilidad

5.1.2- Histogramas

Un histograma es basicamente una estimacién gréfica de la funcion densidad de probabilidad
correspondiente a la distribucién de nuestros daXgs, .., X, . Las funciones densidad de probabilidad

de las distribuciones tedricas en algunos casos tienen formas reconocibles, con lo cual, el histograma
puede constituir una ayuda para saber a que familias de distribuciones debe hacerse el ajuste.

En el caso continuo, para construir un histograma debe dividirse el rango de valores cubierto
por los datos experimentales en k intervalos disjufhpsbl),[ b, bz),[ k.., Q) de igual longitud,
Ab=Db —-h_,. Paraj=1,2,..k, sed; la proporcién de los datos experimentals, ..., X, que se

encuentran en el interva[di)j_l, b ) Finalmente, se define la funcion, constante a tramos:

[0 Six<h
hx)=Hgq  sib,<x<b paraj=1,..k
si h <x

La forma de la funcion h(x) puede compararse con la forma (no con la escala o posicién) de la
funcién densidad de probabilidad de las distribuciones tedricas estandar, para saber qué familia de
distribuciones interesa ajustar a los datos experimentales.

En el caso discreto, la construccion del histograma (o diagrama de barras) es mas sencilla ya
gue no es preciso definir ni los intervalos ni agrupar los datos.
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5.1.3- Gréficas de probabilidad (aplicable sélo al caso continuo)

La distribucion de probabilidad acumulada de una variable X aleatoria se define:
F(x)=P{ X< %

con lo cual, si X tiene la misma distribuciéon que los daX¥qs una aproximacion razonable a F(x) es

entonces la proporcién de los daté§ que son menores o iguales que x. Cabria pues, comparar la

distribucién de probabilidad acumulada obtenida a partir de los datos experimentales, con las
distribuciones de probabilidad acumulada de las distribuciones estandar, sin embargo, estas suelen tener
forma de "S", con lo cual la comparacion visual no suele ser demasiado esclarecedora.

Existen técnicas para reducir el problema de la comparacion de funciones distribucion de
probabilidad acumulada a decidir cual, de entre varias gréficas, se asemeja mas a una recta. La que
expondremos esta basada en la comparacion de los cuantiles o puntos criticos de las distribuciones. El

cuantil g (0<g<1) de una distribucién F es un nimggoque satisfacd:(xq) =(. Si F™ nota la

inversa de la funcion de distribucion F, la formula del cualtil q de F es:
— -1
Xq = F (q)
Si F y G son dos funciones distribucion de probabilidad acumulada, son iguales, F=G, si y s6lo

si cada uno de los cuantiles de F es igual al correspondiente cuantil de G. Asi piyes, ¥}, son

respectivamente los cuantiles g de F y G, la representacion gréafica de Ios(pﬂdr,ltyit?) deberia ser

una linea recta con una pendiente de 45° que pase por el origen,X@aFug, para todo g.

Si las variables aleatorias correspondientes a F y G difieren s6lo en la posicién y la escala,
entonces existen dos realgsy 3 (B > O) de modo que:

G(x) = Fﬁ(%y@ para todo x

En este caso, para todo g se satisface=y + qu, con lo cual la representacion gréfica de

los puntos(xq, yq) serd una recta de pendiente diferente de 45° y que no pasara por el origen.

Asi pues, distribuciones con la misma forma (aunque posiblemente con diferente posicion y
escala) dan lugar a lineas rectas. La representacion grafica de Io{)gar%) recibe el nombre de

"graficas de probabilidad".

Las gréficas de probabilidad constituyen una herramienta Util para decidir si la distribucion

empiricaF,,, definida a partir de los datos experimentales, tiene la misma forma que alguna funcién de
distribucion acumulada de las familias estandar.

Veamos codmo puede definirse la distribuciép a partir de los datos experimentales. Para ello,
notamos X(i) al i-ésimo dato experimental mas pequefio, es deXi(l,) < X(z) <..< X(n). La

distribucién empirical,, se define como:
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En(x(i)):ln parai:l,2,...,n

ya que es la proporcién de los date§,, ..., X, , que es menor o igual quX(i). Sin embargo, definida
la probabilidad acumulada de esta manera, presenta la desventaja de que vale 1 para un valor finito de x,

~

Fn(X(n)) =1. Para evitar este inconveniente (que la variable aleatoria no pueda tomar valores mayores

que X(n)), normalmente se modifica ligeramente la definiciérfe

En(x(i)): ! _nO'S parai:l,2,...,n

Asumiendo esta Ultima definicion, puede representarse graficamente la fﬁcidibujando
los n puntos(X(l),%), (X(z)’lTs)’ (x(n)’ n—n0.5)

Una vez decidido el tipo de distribucion teérica con que se quiere comparar la distribycion

debe ajustarse la distribucién tedrica a los datos experimentales para calcular su factor de forma (si
corresponde). Mas adelante explicaremos como puede realizarse este ajuste. Los pardmetros de posicion
y escala, por el contrario, no es preciso calcularlos; suele escogerse el parAmetro de posicion igual a cero
y el de escala igual a 1, aunque cualquier otrec&n (de entre las admisibles) serd#ida. Notemos F

a la distribucion estandar resultante.

Para la distribucion uniforme puede escogerse la distribucion de probabilidad acumulada de
U(0,1). Para la distribucién exponencial, la de expo(1). Para la distribucion normal, la de N(0,1). Para la

distribucién gamma se calcula el parametro de forina, mediante ajuste, imponiengd=1.

Queremos comparar F ly,, para lo cual representaremos graficamente los pares de cuantiles

. i =0,
para = , con i:1,2,....,n. , para lo cual habremos de tener en cuenta que el euam—ﬁ de
n

F, es precisamenté((i). Asi pues, representamos los puntos

O ,O-05 .
= l@*% arai:l,2,...,n
BX(') - para i

y si la representacién es una recta (con independencia de su pendiente, o de si pasa o no por el origen),
sabemos que, a falta de ajustar los parametros de posicion y de escala, F es una buena distribucion de
probabilidad acumulada para nuestros datos.

40 -05
Este procedimiento es sencillo cuando la férmEIalQiQ es facilmente calculable,
n

como en el caso de las distribuciones uniforme y exponencial, en cambio, para las distribuciones normal,
gamma y beta, entre otras, debe calcularse numéricamente.

Este método generalmente no es aplicable al caso discreto, en el cual, en ﬁeﬁély_i)), no
esta bien definido.
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5.1.4.- Test de normalidad de los momentos

Existen varios test que permiten determinar el alejamiento respecto de la distribucion normal de
un conjunto de observaciones. Uno de ellos es el test de los momentos.

El tercer y cuarto momento de la distribucién se definen:

m-ex-4)]
m, = E{(X—u)4}

A partir de un conjunto de observacionXs, ..., X,, pueden estimarse de la forma:

A i(xi-xf
M= n

i(xi—i)“

n

-bB)

Se define el tercer y cuarto momento estandar de una distribucién como:
3

_m_ E{x-m]

As, - 03 -

3

[E{(X ~H) }]
4

m, E{(X - ) }

T el

3
2

=0
En el caso particular de la distribucion norni\d(u,a) valen: [] _g En general, si la

distribucién es simétrica respecto de su medig, el coeficiente de simetriaA, vale cero. El

coeficiente de kurtosish, da idea del apuntamiento de la distribucién, es decir del reparto del peso
estadistico entre el centro y las colas de la distribucion.

A partir de la muestraX,,..., X, pueden estimarse los coeficientes de simetria y kurtosis de la
forma:

LY
A=g
. m,
A"_s

y comparar los valores obtenidos con los correspondientes a la distribucion normal.
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5.1.5- Ejercicio. Aplicacion a un caso préctico

En cierto modelo de un aparcamiento publico, los intervalos de tiempo entre llegadas sucesivas
de vehiculos son variables aleatorias continuas de entrada. Para poder simular el modelo es preciso
identificar como estan distribuidas estas variables aleatorias continuas.

Con este fin, se han recogido, durante 90 minutos, datos experimentales de los intervalos entre
llegadas sucesivas de vehiculos. Durante este periodo, han llegado 220 automoviles.

En la siguiente tabla se dan los 219 intervalos medidos entre estas llegadas, expresados en
minutos y ordenados crecientemente. Se ha hecho coincidir el inicio de las observaciones con la llegada
de un vehiculo.

0.05]0.11| 0.22| 0.36/ 0.51 0.7
0.05]0.11| 0.22| 0.37] 051 0.7
0.06 | 0.11| 0.23] 0.37] 0.57 0.84
0.06 | 0.11| 0.23| 0.38 0.52 0.8
0.06 | 0.12| 0.23] 0.3 0.53 0.8y

219 intervalos entre llegadas ordenados crecientemente

0.01 | 0.06| 0.12] 0.23 0.3§ 0.58 0.88
0.01 | 0.07] 0.12] 0.23 0.3§ 0.58 0.88
0.01 | 0.07] 0.12] 0.24 0.3§ 0.54 0.90
0.01 | 0.07] 0.13] 0.25 0.39 0.54 0.93
0.01 | 0.07] 0.13] 0.25 0.4Q 0.55 0.93
0.01 | 0.07] 0.14] 0.25 0.4Q 0.55 0.95
0.01 | 0.07] 0.14] 0.25 041 0.56 0.9/
0.01 | 0.07] 0.14] 0.25 0.41 0.5y 1.08
0.02 | 0.07| 0.14| 0.26) 0.43 0.5y 1.05
0.02 | 0.07| 0.15] 0.26) 0.43 0.60 1.05
0.03 | 0.07| 0.15] 0.26) 043 0.61 1.06
0.03 | 0.08| 0.15] 0.26) 0.44 0.61 1.09
0.03 | 0.08| 0.15] 0.26) 0.4 0.68 1.10
0.04 | 0.08]| 0.15] 0.27) 043 0.68 1.1
0.04 | 0.08| 0.15] 0.28 0.44 0.64 1.1
0.04 | 0.09| 0.17] 0.28 0.44 0.65 1.1f
0.04 | 0.09]| 0.18] 0.29) 044 0.65 1.18
0.04 | 0.10| 0.19] 0.29] 047 0.6 1.24
0.04 | 0.10| 0.19] 0.30] 04§ 0.69 1.24
0.05]0.10| 0.19] 0.3y 049 0.69 1.28
0.05]0.10| 0.20] 0.3y 049 0.70 1.383
0.05]0.10] 0.21] 0.32 049 0.72 1.38
0.05]0.10| 0.21] 0.35] 049 0.72 144
0.05]0.10] 0.21] 0.35 0.5Q O0.72 151
0.05]0.10| 0.21] 0.35 0.5Q O0.74 1.7¢2
0.05]0.10| 0.21] 0.36) 0.5Q 0.76 1.83
0.05]0.11)] 0.22] 0.36) 0.51 0.76 1.96

/

D

4

b

Dibujar algunos histogramas de los datos experimentales. ¢Puede extraerse de ellos alguna
conclusion?. Dibujar un gréfico de probabilidad de los datos con la distribucién exponencial y otro con
la distribucion normal. ¢ A que distribucién se ajustan mejor los datos?.

El ejercicio continda en el apartado 4.2.1.
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5.2- Estimadores de méaxima verosimilitud

Una vez que se ha seleccionadodmifia de distribuciones a la que se va a realizar el ajuste,
debemos estimar todos sus parametros, para determinar la distribucion de la que supuestamente hemos
estado recogiendo muestras durante el proceso de medida. Empleamos los datos experimentales IID,
tanto para decidir la familia de distribuciones, como para estimar los pardmetros de la distribucion.

Se llamaestimadora una funcion numérica de los datos. Existen diferentes estimadores que
dan el valor de un determinado parametro de una distribucién, en funcién de los datos experimentales.
Existen, asimismo, muchos modos alternativos de obtener el valor de un estimador.

Nosotros trataremos solamente kEstimadores de maxima verosimilifublLEs (maximun-
likelihood estimators), si bien existen muchos otros, como los estimadores de minimos cuadrados, los
estimadores no sesgados, el método de los momentos, etc. El motivo deceiia ek que la idea del
método es muy intuitiva y que es una técnica con propiedades muy buenas, a menudo no compartidas
por los deméas métodos de estimacion.

Los fundamentos del método se comprenden mejor en el caso discreto. Supongamos que hemos
seleccionado una distribucién discreta para nuestros datos, con un parametro desd@nddan

pe(x) la probabilidad de esta distribucion. Definimos la funcién verosimilln(@), a partir de los
datos experimentales IILX,, ..., X, de la forma:

L(6)= po (%) m( %) R( %)

con lo cual, dado que los datos experimentales son independientes, es igual a la probabilidad de obtener
esos datos st es el valor del parametro desconocido. Entonces, el estimador de maxima verosimilitud

(MLE) del parametro desconocidd, que notaremo@, se define como el valor d8 que maximiza
L(@); es decir,L(G) < L(@) para todos los posibles valores@e

En el caso continuo, no puede darse una explicacion tan intuitiva, ya que la probabilidad de que
una variable aleatoria tome un valor determinado es siempre cero. En el caso contf@@&) ses la

densidad de probabilidad de la distribucion con un parametro descondtido,la funcion de
verosimulitud se define:

L(6) = fo(X,) fo(X,)-. fo( X,)

El estimador de maxima verosimilitud], del parametro desconocid®, se define como el
valor de@ que maximiza L@) para todos los valores permitidos @e

Algunas de las propiedades de este método son:

- Para la mayoria de las distribuciones el estimadAibr, es Unico; es decir, @() es
estrictamente mayor que @( para cualquier otro valor admisible @&. Generalmente los
estimadores maximo-verosimiles pueden obtenerse mediante métodos de calculo, ya que el
méaximo relativo de la funcion de verosimilitud obtenido diferenciandd)ldon respecto #

e igualando la derivada a cero es, generalmente, un maximo absoluto.
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- Una propiedad deseable en una estimacion es que esta "converja" hacia el valor verdadero del
parametro a medida que el tamafio de la muestra aumente. Como casi cualquier estimacién
razonable poseera esta propiedad, en su lugar se impone a menudo una propiedad intimamente
relacionada con ésta, pero algo mas restrictiva: que el estimador no este sesgado. Se dice que el

estimador no esta sesgado cuando la media (o valor esperado) de la distribucién asirfiotica de
(cuandon — ) vale B, es decir, el parametro que queremos estimar. Es decir, cuando

N — oo la variable aleatori® tiene una distribucion cuya media es el parametro que se esta
estimando 8.

- El estimador es invariante, es decir, @F h(@), donde h puede ser cualquier funcion,

entoncesp = h(@) .
Consideremos el problema de estimar el paranfktem la funcion de densidad exponencial
_X
(X B) e’ x>0, [3>0, si cinco observaciones de X dieron los valores:

X, =09x,=17x=04x,= Q3x=

La funcién de verosimilitud en este caso es:

VB — o B
3¢ 3 ...Be BBH e

Puesto que el valor d8 que maximiza L es el mismo que el que maximiza log(L), y como este
ultimo es mas facil de obtener, se calcula primero log(L):

n
2"
Diferenciando respecto B e igualando la derivada a cero, obtenemos la ecuacion:

_h, 1
— E Z X = 0

cuya solucién nos da un extremo (maximo, minimo o punto de inflexion): da el estimador méaximo-
verosimil deseado ¢8:

n
_
n

log(L)=-nlog(B) -

‘mll—‘

que, es igual a la media aritmética de lgs Examinando la segunda derivada particularizada
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On 1 & O n 1 ¢ n ~
O~ 235 ) X[ ==r—2=2 ) X =—=-<0 paratodg@
B B‘”’Z g B2 B?’Z B’

vemos que el extremo es un maximo.

La estimacion maximo-verosimil del pardmetro de la distribucion exponencial que se ajusta a
las medidas es:

B: 09+17+ 054+ 03 24:114

Como ilustracion de un caso para el cual los métodos de calculo son inadecuados, consideremos
el problema de hallar la estimacién méaximo-verosimil del paramérgpara la densidad de

1
probabilidad uniformef (X; 9) = 5 con 0= x< 6, basada en los valores muestra¥gs..., X, .

En este caso: L(G) = ﬁ f(xi ;6) = %g

Esta funcion serd maxima eligiendd tan pequefia como sea posible, bajo la restriccion
0<x <6, i=1,...,n El menor valor dé que satisface estas desigualdades es el mayor valor de

las X; . Asi pues, la estimacion maximo-verosimil @eviene dada porf = max{ ) S )g}

Hasta ahora hemos tratado distribuciones con un solo parametro desconocido. Si la distribucién
tiene varios parametros pueden definirse MLEs de forma andloga. Por ejemplo, para la distribucion
gamma la funcion de maxima-verosimilitud se define:

X X2 X
a-1 a-1
e B

ef

& aew )Sa_l
“T(a) Br(a) "~ Br(a)

umng

Los estimadores de méaxima verosimilitdd y 3 son los valores d& y 8 que hacen que
L(a,B) sea maximo. Para ello, debe calculaisegy 3 que resuelve el sistema de ecuaciones:

5.2.1- Ejercicio. (Continuacion)

Estimar el valor del pardmetro de la distribucién exponencial que mejor se ajusta, segun el
criterio de maxima verosimilitud, a los datos experimentales dados en el ejercicio 2. ContinGa en la
seccion 4.3.1.
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5.3- Medida de la bondad de ajuste. Tesy?® (chi-cuadrado)

Una vez que se han estimado los parametros de la distribucion, a partir de los datos
experimentales, debemos determinar en qué medida los datos experimentales responden a la distribucion
ajustada, F . Se trata de responder a la pregunta: ¢cabria haber obtenido los datos experimentales
muestreando la distribucion ajustada?. Los "test de ajuste" pretenden comprobar la hipddsis:

Las variables aleatoriaX,, ..., X, 11D tienen distribucionF .

En efecto, H, nunca serd literalmente cierta: probablemente nunca obtendremos la

distribucién exacta de las observacion¥s, ..., X, . Los test de ajuste deben interpretarse como un

método sistematico de detectar grandes discrepancias entre la distribucion ajustada y los datos
experimentales. De hecho, la mayoria de los test no son demasiado potentes: cuando se dispone de pocas
observaciones son poco sensibles a discrepancias entre los datos y la distribucion ajustada vy, sin
embargo, cuando se dispone de muchas observaciones una pequefia discrepancia puede hacer que se
rechace el ajuste.

La bibliografia sobre test de ajuste es muy extensa. Nos limitaremos a describir uno de ellos, el
test chi-cuadrado, si bien no debemos perder de vista que existen muchos otros test para distribuciones
genéricas (test de Kolmogorov-Smirnov, de Anderson-Darling, de Cramer-von Mises, etc...) y test
disefiados para distribuciones especificas determinadas.

El test)(z(chi—cuadrado) puede considerarse como un método formal de comparar el

histograma o diagrama de barras de los datos experimentales, con la funciéon densidad de probabilidad o
probabilidad de la distribucién ajustada.

Debe dividirse el rango de la distribucién ajustada en k intervalos adyacentes
[ao, ai),[ai, az){ a_,, q), donde puede suceder qag = —% , en cuyo caso el primer intervalo
seré(—oo, al) 0 qued, =, 0 ambas cosas.

Se defineNj como el nimero de loX; 's en el intervalo j—ésimt{,aj_l, a ) paraj:1,....k. Se
k
satisfaréz NJ— =n. A continuacién se calcula la proporcién de I¥5's, P;, que caerian en el
JEN
intervalo j-ésimo si el muestreo si hiciera de la distribucion ajustada.

En el caso continuo, notand%(x) la densidad de probabilidad de la distribucién ajustada:

En el caso discreto, notandd la probabilidad de la distribucion ajustada:

> %)

{ a, %<

Para realizar el contraste debe calcularse el valor de:

e-gtiore) --np)

J1
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Dado quenp; es el numero de datos que caerian en el intervalo j-ésimo si el ajuste fuera

perfecto, cabe esperar que cuanto mejor sea el ajuste, meng(rzseélon lo cual, rechazaremos la

hipétesisH,, si)(2 es demasiado grande.

La forma precisa del test depende de si hemos estimado alguno de los pardmetros de la
distribucién por ajuste a partir de los datos experimentales (que es nuestro caso) o si, por el contrario, es
un dato conocido. El nimero de grados de libertad es igual a:

[Numero de parametros de la distribucion
-0 .. , N
restimados de los datos experimentales

Si se ha estimado la media y la varianza de la distribucién a partir de la muestra, debe
emplearseX;_, ., para contrastar la hipétesis:

BX® > X/a1o S€rechazaH
BX® < XZs1c O hay evidencia para rechazar H

El aspecto méas problematico del test esdaosbn de los intervalos, ya que no existe un método
genérico 6ptimo que garantice buenos resultados para cualquier distribucion ajustada y cualquier tamafio
de muestra. Existen, sin embargo, algunas recomendaciones que son generalmente aceptadas:

- Se recomienda escoger los intervalos de modo@ug p, =...= P, o, al menos, de modo
gue sean aproximadamente iguales. En el caso discreto, generalmente no seré posible hacer las
P 'S iguales; en el caso continuo, conviene seguir este consejo, dado que la distribuciéon de

probabilidad acumulada ajustada debe ser invertida.

Una razon de recomendar que Ip)sj,'s sean iguales es que esto hace que el test no este
sesgado. El test no esta sesgado cuando es mas probable rechazar la hgétessdo es
falsa que cuando es verdadera, con lo cual, un test sesgado no es Uutil.

- Se recomienda escoger los intervalos de modo que los valesno sean demasiado

pequefios. Una regla practica ampliamente empleada es esﬁp)ge’ErS para todo (o casi

todo) j. La razon de esta recomendacion es que la coincidencia entre la distribucion verdadera
)(2 (para n fijo y finito) y su distribucion asintética (cuando n tiende a infinito) chi-cuadrado
(usada para obtener el valor critico del test) es mejor si los vali@esno son demasiado
pequefios.

Como vemos, existen razones para escoger los intervalos de modo qtp]%'IS)ssean

aproximadamente iguales entre ellos y de modorpe= 5 para toda j excepto, a lo sumo, para una o

dos de ellas. Sin embargo, estas recomendaciones no proporcionan una respuesta completa al problema
de la eleccion del intervalo; en particular, no hemos dicho nada acerca de cémo decidir en ndmero de
intervalos k.

La eleccion de k afecta prineijmente a la potencia del test, si bien el valor de k que conduce a
la méxima potencia depende de la forma de la distribucion. En general, suele aconsejarse no escoger k
mayor de 30 6 40. Por desgracia, no existe una respuesta simple y eficaz a esta pregunta y este es uno de
los principales inconvenientes del test chi-cuadrado. En algunas ocasiones, pueden obtenerse
conclusiones completamente diferentes, a partir del mismo conjunto de observaciones, dependiendo de la
elecciéon de los intervalos. Pese a ello, el test chi-cuadrado disrapnie utilizado y es aplicable a
cualquier tipo de distribucion ajustada.
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5.3.1- Ejercicio. (continuacién).Emplear el test chi-cuadrado para comparar los 219 intervalos entre
llegadas, con la distribuciéon exponencial ajustada. Escoger ke ¥).10.

5.4- Seleccién de una distribucion en ausencia de datos

En algunos estudios de simulacién, no es posible recoger datos de las variables aleatorias de
interés, con lo cual no pueden emplearse las técnicas anteriormente discutidas para seleccionar la
distribucién. En esta seccién discutiremos tres aprasiones ampliamente empleadas paracs@nar
distribuciones en ausencia de datos: suponer que X tiene una funcién densidad de probabilidad
triangular, uniforme o beta.

Supongamos que la variable aleatoria continua de interés, X, es el tiempo empleado en realizar
una tarea (tiempo hasta que se produce el fallo de un componente, tiempo de fabricacion de un

producto,...). El primer paso es estimar el inter\[ad:)] en el cual se encuentra X con probabilidad 1,
es decir, P{ X<aoX> b} = 0. Los extremos a,b del intervalo son las estimaciones mas optimista y

pesimista, respectivamente, del tiem@eesario para adizar la tarea. Una vez estima{la,b], debe
definirse en el intervalo una funcion densidad de probabilidad que sea representativa de X.

Para aproximar la funcidon densidad de probabilidad de X por una triangular, es preciso estimar
el tiempo mas probable de realizacion de la tarea. Este valor mas probable, c, es el pardmetro de forma
de la distribucion.

Si puede considerarse que X esta igualmente distribuidEaeb], puede aproximarse la
funcién densidad de probabilidad de X por la uniforme U(a,b).

Otra aproximaciéon, mas flexible, consiste en suponer que X tienEiidD] una funcién

densidad de probabilidad de parametros de falmgad , . Para ello es Gtil conocer algunas propiedades
de las distribuciones beta:

- Una variable aleatoria beta de rar‘[@]] puede reescalarse y desplazarse para obtener una
variable aleatoria beta de rang[a,b] con la misma forma mediante la transformacion
a+(b-a) X.

- Si X es una variable aleatoria beta de rarﬁ@d], bete(al,az), entonces la variable
aIeatoria(l— X) es una variable aleatorbete(az,al) de rango[O,]].

1
- La funcién densidad de probabilidad, con ralﬁ@dq, es simétrica respecto @ = E siy

sélosia, =a,. La media y el modo (valor de X para el cual la densidad de probabilidad es
maxima) son iguales siy sélo@i, = Q.

- U(0,1) y beta(1,1) son la misma distribucién.
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- beta(1,2) y triang(0,1,0) son la misma distribucion. beta(2,1) y triang(0,1,1) son la misma
distribucion.

-Sia, >a,, con rangc{O,];I, P{XSO.S} < F{ X2 Oﬂ.PoreI contrario, sif; <0,
P{X<058 > H X=0].

- El modo de la densidad de distribuciéon con ra[@d] es:

O a,-1 sia, >1qa,>1
%ﬁaz—z
Myl s, <lag,<1

$i,<la,21 o@,=1la,>1
Sl $i,21a,<1 o@,>1la,=1
[ho es unico s, =0,=1

]
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5.5- Modelos de procesos de llegada. Procesos de Poisson

5.5.1- Procesos de Poisson estacionarios

En muchas simulaciones neitesos generar una secuencia de puntos aleatorios en el tiempo,
0=t,<t, <t, <...de modo que el evento i-ésimo de algtn tipo ocurre en el instanteque la
distribucion de los eventos temporal%&} es de una forma determinada. S\d#t) = ma>{ it< I}
el nimero de eventos que suceden hasta el instante t,xéh En lo sucesivo, llamaremos al proceso
estocéstico{ N(t),t = O} proceso de llegadaya que, para nuestros propositos, los eventos de interés

son llegadas de usuarios a algtn tipo de servicio. Asimismo, llamarerdps=d; —t _; {i:l,2,..}
intervalo entre llegadasentre el usuario (i-1)-ésimo y el i-ésimo.

Los procesos de Poiss@on procesos de llegada en los cuales las variables aleafptigson
IID exponenciales. La llegada de clientes a un sistema de colas suele modelarse como un proceso de
Poisson. Un proceso estocést{cbl (t),t = O} se llama proceso de Poisson (estacionario) si:

1.- Los usuarios llegan uno a uno.

2.- N(t + S) - N( t) gue es el nimero de llegadas en el inter(b,lb+ S] , es independiente
de{N(u),Os us< t}

3.- La distribucién deN (t + S) - N(t) es independiente de t para todst 0. El proceso
de Poisson es estacionario cuando cumple esta condicion.

Las dos primeras propiedades son caracteristicas de muchos procesos de llegada. La propiedad
1 impide que los usuarios lleguen al sistema en grupos. La propiedad 2 dice que el nimero de llegadas

en el intervalo(t,t +S] es independiente del nimero de llegadas en el inte|[\€hlt] y de los

instantes en que se produjeron esas llegadas. Estas propiedad se veria violada si, por ejemplo, un ndmero
grande de llegadas e[O,t] hiciera que los usuarios llegados élht + S] encontraran el sistema
congestionado y decidieran "volver otro dia".

La propiedad 3 no es satisfecha por la mayoria de los sistemas reales, ya que supone que la
frecuencia de llegada es independiente de la hora del dia. Sin embargo, si el periodo de interés del
sistema es relativamente corto, de modo que pueda considerarse en él la frecuencia de llegadas
constante, el proceso durante ese intervalo puede modelarse como uno de Poisson.

El siguiente teorema explica el por qué se llaman procesos de Poisson:

Si {N(t),t = O} es un proceso de Poisson, entonces el nimero de llegadas en cualquier

intervalo de longitud s es una variable aleatoria de Poisson con par&dsetdondeA es un
real positivo. Esto es:
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P{N(t+s)— N(9) = I}:#}!\S)k parak =0,1,2,... ytxs 0

donde: E(N(S)) =AS En particular,E(N(l)) = A, donde vemos quél es el nimero

esperado de llegadas en cualquier intervalo de longitudAirge llamafrecuencia de llegadas
del proceso.

El siguiente teorema establece que los intervalos entre llegadas en un proceso de Poisson son
variables aleatorias IID exponenciales:

Si {N(t),t = O} es un proceso de Poisson con frecuenkiaentonces sus correspondientes

intervalos entre llegada#\ , A, ,... son variables aleatorias exponenciales IID con pardmetro

1 es decir, ex 1)
oo deor o))

El inverso de este teorema también es cierto: si los intervalos entre llefadAs, ... de un

: . : 1
proceso de IIegada%N(t),t = O} son variables aleatorias IID exponenciales con paramﬁtr,o

entonce{ N(t),t > O} es un proceso de Poisson con frecuercia

5.5.2- Procesos de Poisson no estacionarios

Sea}\(t) la frecuencia de llegada de usuarios en el instante t. Si los usuarios llegan al sistema
de acuerdo con un proceso de Poisson con frecuehgciantoncesA (t) =A paratodot O0Sin
embargo, en la mayoria de los procesos rea\ét;) no es constante, con lo cual, los intervalos entre

llegadas A, , A,,... no estan idénticamente distribuidos: no es correcto ajustar una Unica distribucién a
todos los A, ' S usando las técnicas anteriormente descritas.

Un proceso estocéstix{d\l (t),t = O} se dice urproceso de Poisson no estacionasio

1.- Los usuarios llegan uno a uno.

2.- N(t + S) - N( t) gue es el nimero de llegadas en el inter(b,lb+ S] , es independiente
de{N(u),Os us< t}

Como vemos, en un proceso de Poisson no estacionario, la frecuencia de llegadas es
dependiente del tiempo. Cuando no lo es, se habla de proceso de Poisson no estacionario o, simplemente,
de proceso de Poisson.
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Se define lafuncion expectacidéna(t) del proceso de Poisson no estacionario, como
a(t) = E( N(t)) , para todat = 0. Si a(t) es diferenciable para un valor determinado de t, definimos la
frecuencia de llegadas como:

Intuitivamente,}\(t) ser4 mayor en aquellos intervalos en los cuales el nimero esperado de
llegadas sea mayor.

El siguiente teorema establece que el nimero de llegadas en el in(ér,\ta}os], para un

proceso de Poisson no estacionario, es una variable aleatoria de Poisson cuyo parametro depende de t y
de s.

Si {N(t),t = O} es un proceso de Poisson no estacionario, con una funcion expectacion a(t)
continua, entonces:

(1)

P{N(t+9- N()= § ==~ Parak=012..yts 0
donde: b(t,s) = 6(t+ $— iﬁ):ﬁm}\( y dy , la dltima igualdad es
cierta si % esta acotada e[ut,t + S] y Si dz(tt) existe y es continua en el intervalo

[t,t + S] , excepto, a lo sumo, un numero finito de puntos.

En el siguiente ejemplo se expone un método de estj\ﬁh) (o a(t)) a partir de un conjunto
de observaciones del proceso de llegadas de interés.

Ejemplo. A fin de desarrollar un modelo de simulaciéon de una tienda de fotocopias, se recogen
datos sobre los instantes de llegada de clientes entre las 11 de la mafiana y la 1 de la tarde durante 8
dias. La observacion de las caracteristicas de llegada de los clientes permiten suponer que las

propiedades 1 y 2 de un proceso de Poisson se satisfacen/\)(t)waria en el intervalo de 2 horas.

Para obtener una estimacion de(t) se divide el intervalo de dos horas en los siguientes 12
subintervalos de 10 minutos de duracion cada uno:

[11001110[ 111p1120..[] 1240120 1250]00
Se calcula, para cada dia, el numero de llegadas en cada uno de estos subintervalos.

Se calcula, para cada subintervalo, el nimero medio de llegadas en los 8 dias en que se han
realizado observaciones. Estos 12 promedios son estimaciones del nimero de llegadas esperado en los
correspondientes subintervalos.

Para cada subintervalo, se divide el promedio de llegadas que se produce en él, por la longitud
del subintervalo (10 minutos), para obtener una estimacion de la frecuencia de llegada en cada

subintervalo,A (t) medida en clientes por minuto.

Cabe preguntarse por qué se ha decidido que la longitud de los subintervalos sea 10 minutos. La
eleccion, efectivamente, ha sido arbitraria. El problema de la eleccion del subintervalo en este caso es
similar al planteado al dibujar un histograma.
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5.5.3- Procesos de Poisson compuestos

En algunos sistemas reales, los clientes pueden llegar al sistema en grupos, de modo que la
propiedad 1 de los procesos de Poisson no se satisface. Por ejemplo, los clientes suelen entrar en una
cafeteria en grupos. Consideremos cémo pueden modelarse esteptipeedes de llegada en grupos

Sea N(t) el nimero de grupos de usuarios que han llegado al sistema en el instante t. Aplicando
las técnicas discutidas anteriormente a los intervalos entre llegadas sucesivas de grupos, puede

desarrollarse un modelo para el proc{aN(t),t = O} . Por ejemplo, si los intervalos entre las llegadas
consecutivas de grupos de usuarios son variables aleatorias IID exponel{cNa(é%,t = O} puede

modelarse como un proceso de Poisson. A continuacion, puede ajustarse una distribucion discreta al
tamafio de los sucesivos grupos de usuarios.

Si X(t) es el nimero total de usuarios que han llegado hasta el instante B, yesi el

namero de usuarios en el grupo i-ésimo, entor)éét) viene dado por:

N(t)
X(t) = >B paat 0

11

Si las variables aleatoriaB son IID y ademé&s son independientes{dd(t),t = O} , Yy S

{N(t),t = O} es un proceso de Poisson, entonces el proceso esto{éXt(d(),t = O} se dice un
proceso de Poisson compuesto

Supongamos que observamos un proceso de Poisson durante un intervalo fijo d%()i,é'n]\po
donde T es una constante determinada antes de iniciar las observaciones. Sea n el numero de eventos
gue observamos en el interve[IG,T] y seat; el instante en que sucede el evento i-ésimo (i:1,2,...,n).
Secumpleost <t,<..<t, <T.Sit, <T, nosuceden eventos en el intervéIlp,T] . Veamos el

modo en que esta relacionada la distribuciof, ¢, ... t,, con la distribuciorlJ (O,T).

Supongamos queY;, Y,,..., ¥ (la misma n que antes) son variables aleatorias [ID con
distribucion U(O,T). San(i) la i-ésima mas pequefia de [¥s'S, es decir,Y(l) < YZ) <.< Y”)'
Entonces, una propiedad de los procesos de Poisson &sgye.. t, tienen la misma distribucion que
Y(l), YZ)""’Y”)' Un modo de interpretar esta propiedad es que a la vista de los \Mgjdges. t,, , no
podriamos diferenciar di el instante en que sucede el evento i-ésimo de una secuencia de eventos 0 si
son muestras de n variables aleatorias IID de distribuU{ﬁ),T) ordenadas en orden creciente.
Asimismo, considerandot,,t,,...,t, como variables aleatorias desordenadas, son |ID con una

distribucionU (0, T).

n

Esta propiedad indica que comprobar la hipétesis de que una secuencia observada de eventos es
generada por un proceso de Poisson es equivalente a comprobar que los instantes de los eventos,

t,t,,...t, . son variables aIeatorié.i(O,T) IID.



