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7.- Analisis de los datos de salida para un Unico sistema

7.1- Simulaciones con terminacion y estacionarias

En ocasiones, se invierte gran cantidad de esfuerzo en el desarrollo del modelo y su
programacion y, sin embargo, se dedica poca atencion al andlisis de los datos de salida: se realiza una
Unica ejecucion, de duracioén arbitraria, y se considera, erroneamente, que los datos obtenidos son una
estimacion de la respuesta "verdadera" del modelo.

Las variables aleatorias de salida del modelo pueden tener grandes varianzas, con lo cual, los
datos obtenidos en una Unica simulacién pueden diferir significativamente de sus valores esperados. El
analisis estadistico clasico, aplicable a observaciones IID, no suele ser directamente aplicable a los datos
de salida de la simulacién, ya que estos, generalmente, no son independientes entre si.

Dependiendo del tipo de andlisis a que quiera someterse al sistema, pueden diferenciarse dos
tipos de simulacion: las simulaciones con finalizacién y las simulaciones en estado estacionario.

Una simulacion con finalizaciéres aquella en la cual las medidas del comportamiento del
sistema estan definidas relativas al intervalo de tiempo simu[ﬁlﬂE], donde Tz es el instante

(posiblemente una variable aleatoria) en que se produce el evento de finalizacion, E, el cual es definido
antes del comienzo de la simulacion. En este caso, las medidas del comportamiento del sistema
dependen explicitamente del estado inicial del sistema.

Un ejemplo de este tipo de simulacion es un banco que abre sus puertas a las 9 de la mafiana y
las cierra a las 5 de la tarde, no finalizando el servicio al publico hasta que no han sido atendidos todos
los clientes que en el momento de cierre se encontraban en el establecimiento. La condicion de
finalizacion, E, es que al menos se hayan simulado 8 horas y que el establecimiento este vacio. Una
condicion inicial razonable es que en el instante inicial no haya clientes en el establecimiento.

Otro ejemplo es la compafiia que vende un Unico producto y debe decidir su politica de
inventario durante los siguientes 120 meses. La condicion de finalizacion es E=120 meses. Una
condicion inicial razonable es el nivel actual el inventario.

Una simulacion en estado estacionaes aquella en la cual las caracteristicas del sistema se
definen en el limite, cuando la duracion de la simulacién tiende a infinito. Dado que no hay un evento E
de finalizacién, la longitud de una simulacién se hace tan larga comeaesana para obtener una
"buena" estimacion de las caracteristicas de interés.

Un ejemplo, seria un empresa que quiere simular cierto proceso de operacion, estimando la
velocidad de produccion, una vez que el proceso se ha estado ejecutando el tiempo suficiente como para
gue las condiciones iniciales no tengan ningun efecto.

En el caso de un sistema simulado con finalizacion, la forma de obtener las muestsasas
es replicar la simulacién tantas veces como sea preciso. Por el contrario, un sistema simulado en estado
estacionario basta con que se simule una vez, ya que es la duracién de la ejecucién lo que determina el
namero de muestras obtenidas.

El tipo de simulacion no depende del sistema en si, sino del andlisis que de él quiera realizarse.
En el ejemplo del empleado que atiende una cola FIFO, consideremos el proceso de salida

{Di = 1}, donde D, es el tiempo de espera en la cola del i-ésimo cliente. Supongamos que los
intervalos entre llegadas sucesivas y los tiempos de servicio son variables aleatorias exponenciales de

11 : o A
media— y —, respectivamente, satisfaciéndgge= — <1.
AT w )
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El objetivo de una simulacion con finalizacién de este sistema puede ser estimar el tiempo
medio de espera en la cola por cliente de los primeros m clientes, con lo cual, la condicion de
finalizacion, E, es que m clientes comiencen a ser atendidos.

Notaremos L(0) la condicién inicial: el nimero de clientes en la cola en el instante cero. Sea
L(0)=0. La magnitud a estimar mediante simulacic')ndtésd L) = 0), que es el tiempo de espera

medio en la cola obtenido simulando durante m clientes y dada la condicion inicial de que en el instante
cero el nimero de clientes en la cola sea cero. Viene dada por:

D?m D,
d(m L©O)=0=ELE—L(0=
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m
calculado para los primeros m clientes, y el objetivo de la simulacién es estimar E(X), satisfaciéndose la
condicién inicial L(0)=0. Dado que E(X) puede estimarse calculando la media de los X obtenidos al
realizar varias simulaciones independientes, cabe preguntarse cuantas simulaciones independientes de
longitud m clientes es necesario efectuar para obtener una btiereciés.

La variable aleatoriaX = es el tiempo de espera medio en la cola por cliente,

Obsérvese que las magnitudes de interés en las simulaciones con finalizacion dependen
explicitamente de las condiciones iniciales. En particular:

d(mLO)=1)#d(mL0)= 1) paral# |,

El objetivo de una simulacion en estado estacionario de este mismo sistema puede ser estimar el
tiempo medio de espera por cliente en la cola, d, en estado estacionario (realizando una simulacién
"suficientemente" larga), que se define como:

5o
d=_lim -
M- oo m

con probabilidad 1 para cualquig€n)

es decir, que si se realiza un nimero infinito de simulaciones, obteniéndose de cada una de ellas:

2D
D(m) = _lim_ T

con m suficientemente grande, entondf_éém) estard arbitrariamente proximo a d para virtualmente
(con probabilidad 1) todas las simulaciones.

A A
Si p = — <1 suponemos que el limite d existe y es finito. Sin embargp, 5i— >1, en
w w

promedio los clientes llegan a mayor velocidad que son atendidos, con lo cual al progresar el tiempo la
cola se hard més y mas larga, con lo cual el limite divergira a infinito. Obsérvese que d es independiente
del estado inicial del sistema.
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d(m |L(0)=0)

d

La figura muestra la forma que tendré la representacion gréﬁd(tﬂa L(O) = O) frente a
m, para p <1. d(rﬂ L(O) = O) se aproxima asintéticamente a d, cuando m tiende a infinito.

Obsérvese que:l(rﬂ L(O) = O) es pequefio para valores pequefios de m, ya que L(0) se ha escogido
arbitrariamente igual a cero.

Con el fin de aclarar que se entiende por estado estacionario, definamos, para el ejemplo de la
cola, ladistribucién transitoriade tiempo de espera en el instantE;i, (X) , COMO:

)=P{D0 < x10)=}

el adjetivo "transitoria" indica que hay una distribucion diferente para cada instante i. Puede demostrarse
que para cualquieix = 0 existe unadistribucién en el estacionaridel tiempo de esperal,:(x),

definida: F(x):ilingo F,(x) paratodo L(0) =1

es decir, existe un indice de tiemiotal que para todo i mayor o igual gile F, (X) = F(X) para
todo X = 0. En el instante en el cudF;, (X) no varia esencialmente con i, se dice que el proceso

{Di = O} esta en "estado estacionario”. Estado estacionario no significa que a partir de cierto instante

los tiempos de espera obtenidos en la ejecucidon de la simulacion sean constantes, sino que lo son las
distribuciones de los tiempos de espera. Si D es el tiempo de espera de un cliente, una vez que el sistema
esta en estado estacionario, entonces puede demostrarse que E(D)=d.

Supongamos que deseamos estimar d(25|L(0)=0), para el sistema de la cola atendida por un
operario, en el casop =09. La solucion exacta, calculada por métodos analiticos, es

d(25|L(0)=0)=2.124. Para ello, se realizan 10 simulaciones independientes, obteniéndose los siguientes
25

>0

resultados para>—:
25

1.051 | 6.438| 2.649 0.80% 1.505
0.546 | 2.281| 2.8227 0.414 1.30¢/

los resultados estdn comprendidos entre 0.414, que es el menor, y 6.438, el mayor. Obsérvese ademas,
gue la mayoria difieren considerablemente del valor verdadero, 2.124.

Concluimos pues, que una sola simulacién es insuficiente para obtener una estimacion fiable y
gue es necesario desdlao un método que nos permita esémelr la proimidad entre la estimacion y el
valor verdadero. Para ello, normalmente, suele construirse un intervalo de confianza para el valor
verdadero. Este razonamiento es igualmente aplicable a las simulaciones en estado estacionario: es
necesario poder establecer la precision dehaslor.



126

7.2- Intervalos de confianza para simulaciones con finalizacion

Consideremos en primer lugar la construcciérintiervalos de confianza para simulaciones
con finalizacion Supongamos que repetimos eces, de forma independiente, una simulacion con
finalizacion, donde la longitud de cada réplica esta determinada por el evento de finalizacién, E, y todas
comienzan con la misma condicion inicial. La independencia de cada réplica se consigue usando
diferentes numeros aleatorios en cada una.

Supongamos, por simplicidad, que de la simulacion desea estimarse una sola magnitud de
interés. Notemosz al estimador de la magnitud de interés obtenido en la j-ésima réplica. Si las

repeticiones de la simulaciéon son independientes)(l@'ss seran variables aleatorias IID, con lo cual,

puede usarse el andlisis estadistico clasico para construir un intervalo de confiar;za=rE:@() .

Si los estimadoresX,,..., X, obtenidos al realizar n repeticiones independientes de la

simulacién pueden considerarse variables aleatorias aproximadamente normales (cosa que, en la
practica, frecuentemente solo ocurre de forma aproximada), entonces un intervalo de confianza del

SZ

10(11—0) parau:E(X) es X+t —.

a
n-1,1-—
>V n

Veamos ahora cémo determinar el nUmero de replicaciones que son necesarias para obtener un
intervalo de confianza de una determinada longitud.

Se definen dos modos de medir la longitud de un intervalo de confianza. Se llama:
- precision absoluta del intervalo de confiareda mitad de la longitud del intervalo.
- precision relativa del intervalo de confianzd cociente de la mitad de la longitud del

intervalo por la magnitud del estimador del punto medio del intervélo,

El objetivo es construir un intervalo de confianza pgra del 10dl— a)%, y tal que su
precision relativa sea menor o igual gye (O<y <1). A continuaciéon presentamos un método
secuencial para obtener una estimacion no sesgada del nimero de replicaceseas:

SZ

Sea N, = 2 el nimero inicial de replicaciones y sea: 6(n,a) = tn_ a\l—

1,1—E n
la semilongitud del intervalo. Entonces, se sigue el siguiente procedimiento secuencial:

(0).- Realizarn, replicaciones de la simulacion y asigarF n,.
(1).- Calcular X y 6(n,a) a partir deX;, X,,..., X,.

2 -Si—(_’ )S usar
( )l |X| yl
I(a,y) —|X _6(n,a), X+5(|I,a)|

como un intervalo de confianza dﬁaDdl— a) % para [ y terminar. En caso contrario,
reemplazar n por n+1, realizar una nueva replicacion de la simulacién, e ir al paso (1).

, .. . 2 ,
Obsérvese que el procedimiento calcula una nueva estmmzéé(), S”, después de cada
nueva simulacién y que el nimero de simulaciones requerido es una variable aleatoria.
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7.3- Intervalos de confianza para simulaciones en estado estacionario

SeanY,,Y,,... las salidas de una Unica simulacién, por ejem}opuede ser el tiempo de
espera en la cola del i-ésimo cliente. Definimos la respuesta en estado estacionario del sistema
m
Yi
{Yi, = 1} , V, suponiendo que exista, como: V = rT4imoo':— con probabilidad.1
- m

Suponemos que el limite¢ es independiente del estado inicial de la simulacion.

Un método ampliamente utilizado para la construccion del intervalo de confianzel el
de la media por lotes en el cual se dividen los datos de salifa Y,,... en "observaciones"

aproximadamente IID, a las cuales son aplicables las técnicas estadisticas clésicas para la construccion
del intervalo de confianza pata.

Supongamos por el momento qu¥,Y,,... es un proceso estocastico de covarianza
estacionaria, corE(Yi) =V para todo i. Supongamos que ejecutamos una simulacion de longitud m y
dividimos los m datos resultantey], Y,,...,Y,, en n grupos o lotes de longitud | (se cumplira
m= nl):

el primer lote consiste en las observacioMgs..,Y ,

el segundo erY|,,..., Y, , etc. ...
entonces:

VJ- (I) es la media de lak observaciones del lote j-ésimo

V() 3
\7(n,|):’Z:n():ZmY

estimador dev .

es la media del conjunto completo de las observaciones, el

Si se escoge la longitud de los lotds, suficientemente grande, puede demostrarse que los
YJ- (I) S estadn aproximadamente no correlacionados y aproximadamente distribuidos normalmente. En

consecuencia, son aproximadamente [ID normales.

Dado queY,, Y,,..., Y, es un proceso de covarianza estacionariaE:(;\ﬁ) v, Iast (I) S
tienen la misma media/, y varianza.

De todo ello, si la longitud de los lote$, es suficientemente grande, se deduce que las
YJ- (I)'S son aproximadamente variables aleatorias 1ID normales con la misma mediavarianza,

con lo cual, podemos construir un intervalo de confianzdﬂdl— a) % paraV de la forma:

donde :

i[?,—(l)ﬁ(n o]

J

S0 (N =

n-1
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Hay tres fuentes potenciales de error cuando se usa esta expresion del intervalo de confianza:

- En la précticaY}, Y,, ... raramente son de covarianza estacionaria. Sin embargogxziste,

en general, Y, %.,,...50n aproximadamente de covarianza estacionaria para k

suficientemente grande. El problema puede resolverse dejando avanzar la simulacion un
numero “adecuado” de observaciones antes de comenzar a recoger datos. El problema es
determinar el valor de ese nimero “adecuado”.

- Si la longitud de los lotes, I, no es suficientemente Iarga,V]e(é)'s pueden no estar
distribuidas normalmente.

- Si | no es suficientemente grande, I\st(l)'s pueden estar correlacionadas—y——
n

puede ser un estimador dﬁ(?(n, I)) considerablemente sesgado.

Cabe preguntarse por qué no se usa un analisis del tipo de las simulaciones con terminacion
para estimar una magnitud en estado estacion@rio,

Para ilustrar el peligro de realizar réplicas independientes (todas con la misma condicién
inicial) y realizar un analisis con terminacion de un sistema para el cual, en realidad, queremos estimar
un parametro en estado estacionario, consideremos el ejemplo de la cola atendida por un empleado
(M/M/1), con p =0.9.

Supongamos que queremos estimar el tiempo medio de espera por cliente en la cola en estado
estacionario, d=8.1, y realizamos para ello n réplicas independientes, de longitud m=320 clientes cada

una, con condicion inicial L(0)=0. Dado QLE(XJ-): d(32q L(O= ()I 601 (ver figura), y

E()_() =6.01 es un estimador sesgado de d independientemente de las replicaciones que se hagan.

Aumentando el namero de replicaciones, n, se reduce la longitud del intervalo de confianza para
d(320|L(0)=0), no para d.

d(m [L(0)=0)

De la figura queda claro porque el andlisis con terminacion no da buenos resultados para la
estimacion de magnitudes en el estacionario: los datos de salida al comienzo de la simulacién no son una
buena estimacion del comportamiento en el estacionario, ya que la simulacion comienza, en el instante
cero, en un estado, en general, diferente del estacionario.

Este problema, llamado del transitorio inicial, puede resolverse dejando avanzar la simulacion k
observaciones antes de comenzar a recoger datos. El problema es escoger un valor adecuado de k.
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7.4- Simulaciones con mas de una magnitud de interés

Hemos visto la forma de construir el intervalo de confianza cuando hay una sola magnitud de
interés en la simulacién. Sin embargo, en la mayoria de las simulaciones practicas hay varias

magnitudes de interés. Supongamos dtjlees el intervalo de confianza déloql—aj)% de la

magnitud de interégl; (j:1,2,...,K).

La probabilidad de que todos los k intervalos de confianza contengan simultaneamente a sus
respectivostl; (j:1,2,...,k) satisface:

k
P{uj 01, paratodo j= 1,2,...,}IQ 1- z a; (desigualdad de Bonferroni)
JEA

tanto si losl i 'S son independientes o no.

Supongamos que se construyen intervalos, con un 90% de conf@nza 0.1 para todo j),

para 10 magnitudes diferentes de interés. Entonces, la probabilidad de que los 10 intervalos de confianza
contengan simultdneamente cada uno su valor verdadero es jmayor o igual que cerol. En consecuencia,
no parecen excesivamente fiables las conclusiones extraidas de ese estudio.

Si se desea que la confianza total asociada con k intervalos de confianza sea al menos del
k

10q 1- a) % , deben escogerse los intervalos de confianza de moqum? =a.
=1

7.5- Ejercicio
Se propone al alumno entregar una memoria escrita con el siguiente contenido:

a).- Construir los intervalos de confianza del 90%, para las tres magnitudes de interés del
problema del apartado 1.5 y para los posibles nUmeros de empleados (5, 6 y 7), a partir de los
resultados obtenidos en las 10 replicaciones realizadas para cada caso.

b).- Suponiendo que en la simulacién del apartado 1.5 la Unica magnitud de interés fuera el
tiempo medio de espera en la cola por cliente, calcular el nimero de replicaciones necesarias

para, en cada uno de los tres casos (n=5,6 y 7), obtener una precision pelatid.5.
Realizar el nUmero de replicaciones requerido y obtener los intervalos de confianza.

c).- Supongamos que en la simulacion del apartado 1.5 las tres magnitudes de salida son de
interés: tiempo medio de espera en la cola por cliente, nUmero total de clientes en las colas en
promedio, tiempo méximo de espera en la cola por cliente. Centrémonos sélo en el caso con 5
empleados. Se desea que la confianza global asociada con los tres intervalos de las magnitudes
de salida sea de, al menos, el 90%e&#a@bnar adecuadamente los intervalos de confianza para

ello y calcular el numero de replicaciones necesarialiRelas y obtener los intervalos de
confianza.



